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المقدمة 


انطلاقًا من إيمان المملكة الأردنية الهاشمية الراسخ بأهمية تنمية قدرات الإنسان الأردني» وتسليحه بالعلم والمعرفة؛ 
سعى المركز الوطني لتطوير المناهج» بالتعاون مع وزارة التربية والتعليم» إلى تحديث المناهج الدراسية وتطويرهاء لتكون 
معيتا للطلبة على الارتقاء بمستواهم المعرفي والمهاريّ» ومجاراة الأقران في الدول المتقدمة. ولمّا كان مبحث الرياضيات 
من أهم المباحث الدراسية التي تنمّي لدى الطلبة مهارات التفكير وَل المشكلات» فقد أَوْلِى المركز مناهجه عناية كبيرةً 
وأعدها وفق أفضل الطرائق المُتَبّعة عالميًا على أيدي خبرات أردنيّة؛ لضمان انسجامها مع القيم الوطنية الراسخة» وتلبيتها 
لحاجات الطلبة. 


وقد روغى فى إعداد كتنب الرياضيات للمرحلة الثانوية تضمينها الموضوعات الرياضية الأكثر أهمية واس تخدامًا فى 
التطبيقات العلمية المختلفة؛ بغية إعداد الطلبة للدراسة الجامعيّة إعدادًا جيّدَا يتواءم مع مناهج الدول المتقدمة. كما حرص 


على تقديم هذه الموضوعات بطريقة بنائيّة متدرجة تتيح للطلبة فرصة تعلمها بعمق من دون عناء أو جهد كبيرين. 

كما روعي تقديم الموضوعات بطريقة منظمة جاذبة ومدعمة بتمثيلات بيانية ومزودة بإرشادات تعين الطلبة على مواصلة 
تعلمهم بسلاسة من دون تعثر؛ فهي تذكرهم بالخبرات التعليميّة التي امتلكوها سابقًا وتساعدهم على ربط الموضوعات 
الجديدة ببعضها ربطًا وثيقًا. إضافة إلى صلة كثير من أمثلتها ومسائلها بسياقات حياتيّة تحمّز الطلبة على تعلّم الرياضيّات 

ولأن كثرة تدرب الطلبة على حل المسائل نهج ناجع في ترسيخ المفاهيم الرياضية لديهم وتعزيز طلاقتهم الإجرائيّة فقد 
تضمّن كتابا الطالب والتمارين عددًا كافيًا من التدريبات؛ بهدف توثيق غلاقة الطلبة بالكتاب المدرسي بضفته مرجعًا موثوقا 
ورصينًا يغنيهم عن البحث عن أَيّة مراجع أو مصادر إضافيّة ويحقق العدالة في التعلّم. 

ونحن إذ نقدّم هذا الكتابء نؤمّل أن ينال إعجاب طلبتنا والكوادر التعليمية» ويجعل تعليم الرياضيات وتعلّمها أكثر متعةً 
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Differentiation 
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عاف“ سابقًا: سأتعلّم في هذه الوحدة: 


إيجاد مشتقة اقترانات القوّة. ه41 إيجاد مشتقات اقترانات مختلفة. 
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تركيب اقترانين. 

إيجاد مشتقات اقترانات باستعمال قاعدة 


حل مسائل وتطبيقات حياتية على اا ا 
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استعمل تدريبات ESD‏ را که الوحدة) في اال ہے اس (6-8) مر کتاب 


ETT‏ اكه الوصسد:. 


و 


أفكّر 
لماذا لا توجد مشتقة 
للاقتران عند النقطة التي 
تقع على منحناه إذا كان 
فياس المعو واس 
عند تلك النقطة؟ 


الادشةة اق 
Differentiation‏ 


٠‏ تعرف مفهوم قابلية الاشتقاق. 
٠‏ إيجاد مشتقات الاقترانات الآتية: الأسي الطبيعي» اللوغاريتمي الطبيعي» الجيب» جيب التمام. 
قابل للاشتقاق» الموقع» السرعة المتجهة» التسارع» السرعة. 


يهتز جسم مُتبَّت في زنبرك أفقيًا على سطح أملس كما 
ف الشكل المجاور, وتمكل الاقران: x(f) = 8 sin‏ | 


موقع الجسم. حيث ‏ الزمن بالثواني» و3 الموقع 


بالسنتيمترات: 000 0 
3 8 8 2 
1( أجد موقع الجسم» وسرعته المتجهه» وتسارعه عندما 2 = ا. 


US MF .‏ 2 
2( في آي اتجاه يتحرك الجسم عندما ب = ؟ 


الاتصال والا تقاق 
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تعلَّفتُ سابقًا أن مشتقة الاقتران (0)/ عند نقطة واقعة على منحناه هي ميل المنحنى عند 


هذه النقطةء وأنّهِيُمَْ إليها بالرمز (0:)'/؛ ويُمكن إيجادها باستعمال التعريف العام للمشتقة. 


ولكنْء هل يُمِكِن إيجاد مشتقة أي اقتران عند أي نقطة تقع على منحناه؟ فمثلاء هل يُمكِن 
إيجاد مشتقة الاقتران: "× = (3)/ عندما 0 = ×؟ 


يكون الاقتران (0:) قابلًا للاشتقاق )differentiable)‏ عندما »© = × إذا كانت (4©) "كر 


موجودة. وفى هذه الحالة» يكون لمنحنى الاقتران (3)[مماس غير رأسى عندما © = ين 


يكون الاقتران ()/ قابلا للاشتقاق على الفترة المفتوحة (ط ,4) إذا كان قاباد 
للاشتقاق عند جميع قِيّم × التي تحويها الفترة» أمّا إذا كان غير قابل للاشتقاق عند 
واحدة أو أكثر من هذه القِيّمه فلا يُمكِن القول إنَّه قابل للاشتقاق على (ط ,4). 


بين النظرية الآنية العلاقة بين الاتصال والاشتقاق: 


اتصال الاقتران القابل للاشتقاق عند نقطة ما 


إذا كان الاقتران (3)/ قابلًا للاشتقاق عندما © = × فإنّهِ يكون متصلا عندما © = ×. 


أستنتج من النظرية السابقة بقة أنَِّ إذا كان الاقتران (3) ]غير متصل عندما 4 = :1 فإنه لايكون 
قابا للاشتقاق عندما » = ×. ومن نَم فن المشتقة لا تكون موجودة عند نقاط عدم الاتصال. 
فمثلاء الاقتران: 


المُمثل بيانيًا في الشكل المجاور غير قابل للاشتقاق 
عندما 1 = ×؛ لأنّه غير متصل عند هذه النقطة. 


و 


افك ٌ 
أبحث قابلية الاقتران: || = (×) f‏ للاشتقاق عندما 0 = ×. 
sS‏ أستعمل التعريف العام للمشتقة لبحث قابلية الاشتقاق: 
متصل عندما 0 = بر؟ ْ لم 1 0 
التعريف العام للمشتقة f(0 = lim a‏ 
سرون لديا 110519-07 F(0) =lim‏ 
h¬+0 h‏ 
بالتعويض: |0+۸| = (+0)/ ,|0| = (0)/ ا + lim‏ = 
بالتبسيط “ل [im‏ - 
h—¬0 h‏ 
ألاجظ أن ناتج التعويض المباشر في الكسر هو © ؛ لذا أحتاج إلى إعادة تعريف القيمة 


المطلقة: 


| عندما يكون 0 > #» فن ۸- = |۸| » وعندما يكون 0 < ۸ فإِنَّ 0 = |/|. 


رموز رياضية 
يُستعمّل الرمز (3) ل 
للدلالة عل فاه من 
جهة اليسار» ويستعمّل 
الرمز (36)+/ للدلالة على 
ال من جهة ا 
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أفكّر 
N‏ كار 
متصل عندما 0 = ×؟ 


ومنه» فإن: 
الم من هة السار سه 1ك اذا 
h¬0 h‏ 
ا بو ای 1 >£ lim,‏ =0 


بما أن النهايتين من اليمين واليسار غير متساويتين» فإن (0) f‏ غير موجودة؛ أي إن الاقتران 
ركارعير نايل ا 


ل الدعم البياني 

70 ا لمحن الاقتران ٥9‏ أن 
0 0 لان ميل المماس 
عندما يكون 0 > × هو 1-». وميل المماس عندما يكون 
000 > أن المشتقة من اليمين لاتساوي 
ال ي اليسار. 


أبحث قابلية الاقتران: ° = (د)م للاشتقاق عندما 0 = ×. 
أستعمل التعريف العام للمشتقة لبحث قابلية الاشتقاق: 
التعريف العام للمشتقة لك الك - f)‏ 


ron BR شري ا‎ 


1/3 1/3 
بالتعويض: ”'(+0)=(+0)/ ,(0(=)0 _ (-_ 9+ صا‎ 
- lim 2 بالتبسيط‎ 
0ج[‎ h 
=lim Û بالتبسيط‎ 
h¬+0 nî 


بما أن ناتج التعويض المباشر في الكسر هو عدد مقسوم على 0ء فهذا يعني أن النهاية إا 

هه وإمًا »-٠0‏ وإمّا أنْ تكون من إحدى الجهتين ١ه‏ ومن الجهة الأخرى مه-. وأله يُمكن 
سعد يسام طرق ورا افا الكبى طسول لكل 

nî 1 


و9 
إ9 الدعم البياني 


يبن التمثيل البياني الآتي 
لمنحنى الاقتران (ارأن 
للاقتران (×) عندما 0 = ×. 


أتعلم 


ينتج الرأس الحاد عندما 
يحدث تغيّر مفاجئ في 
اا ال 
يعني أنَّ مش تقة الاقتران 
من جهة اليسار لا تساوي 
ميطف ون ج ال 
عند هذه النقطة. 


أز 1 
الاتصال شرط ضروري» 
لكنّه غير كافٍ» لوجود 
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: بما أن لكر موجب عندما تؤول إلى الصفر من جهة اليمين وجهة اليسار؛ لاله مربع 


وما أن الها و رل إلى هال مات قاد معنف قران ا غر مجر تما 6 حيو 


) أبحث قابلية الاقتران: |2-×| = (3)/ للاشتقاق عندما 2 = ×. 


1/5 . 


) أبحث قابلية الاقتران: '(1 + ×) = (8)/ للاشتقاق عندما 1- = ×. 


ألاجظ من المثال السابق أن الاقتران يُمكن أن يكون متصلا عند نقطة ماء لكنّه غير قابل للاشتقاق 
عندهاء وذلك عندما يكون : لمنحناه رأس حاد» أو زاوية» أو مماس رأسى عند هذه النقطة. 
نوصح التمثيلات البيانية الآنية الحالات الثلاث التي تعد أكثر شيوعًا لعدم وجود المشتقة: 


J4 


ع2 a‏ 0 
2 . 14 
مماس رأسي عندما ١‏ : رأس حادء أو زاوية عندما : عدماتصالعندما 
= ش a‏ 0 = . 
يمكن تلخيص العلاقة بين الاتصال والاشتقاق على النحو الآتي: 
مُلَخْصَ المفهوم العلاقة بين الاتصال وقابلية الاشتقاق 


٠‏ إذا كان الاقتران (*)/ قابلا للاشتقاق عندما © = × فإنّه يكون متصلًا عندما © = ×؛ 
اذ فإن قايي: الاكسفاف لمن الاتصال» 


۰ قد یکون الاقتران (3)/ متصلًا عندما © = × وغير قابل للاشتقاق عندما © = ×؛ 
لذاء فإن ا ا 


أتعلم 
ألاجظ أنَّ الاقتران (7)3 
متصل وقابل للاشتقاق 
2 ا 115 و 15 
9 كاين زر E‏ کا لذن 
منحناه متصل وأملس 


عند هذه النقاط. 


5 5 2 
بين الشكل الآتى منحنى الاقتران (4)3. أحدد قيّم د للنقاط التي يكون عندها الاقتران ٤)×(‏ 
غير قاب للاقتقاق: را جاب 


الاقتران ()# غير قابل للاشتقاق عندماط = وم = ور=» لأئّه غير متصل 
عند هذه النقاط» وهو غير قابل للاشتقاق عندماة = × وه = ×؛ نظرًا إلى وجود 
رأس حاد عند هاتين النقطتين» وهو غير قابل للاشتقاق عندما [ = ×؛ نظرًا إلى 


وجود مماس رأسي عند هذه النقطة. 


ت 8 54 9 0 24 
ن الشكل الآني منحنى الاقدران ()/. أحدّد تيم للنقاط التي يكون عندها 
الاقتران (:)/ غير قابل للاشتقاق. مُبرّرًا إجابنى. 


أتذكّر 
يحت العددق اسان 
الطبيعيء أو العدد 
النيبيري؛ وهو عدد غير 
نسبي» ويُسمّى الاقتران: 
6 =( ال ران 
الطبيعي. 


أتذكّر 
ميل المماس عند نقطة ما 
شري تكن ايان 


عند هذه النقطة. 


مشتقة الاقتران الأَسّي الطبيعي 
لكك ماعا ماد م اا ان افا هآ و اتال امد غاد من 
دون حاجة إلى استعمال التعريف العام للمشتقة. 

سأآتعلّم في هذا الدرس إيجاد مشتقة الاقتران الأسّي الطبيعي» ومشتقة الاقتران اللوغاريتمي 
الطبيعي: ومفستفة افتران الجيب: ومستقة اقتران جيب التماء؛ وهي اقترانات يقل كل مها 
الاشتقاق على مجاله. 

أفترض أن ([,:3) و (نزظ + رح + ::) تقطتان: كل مهما قريبة من الأخرى: وأنّهما تقعان 
على منحنى الاقتران: © = (3)/. 
إذن» الفرق بين الإحداثي ر للنقطتين هو: 


َي 0 بخ ام 00-7 


ومنه» فان ميل القاطع المارٌ بالنقطتين 


( ,×) و ( Ay‏ + ۷ ,نلك + ) هو: 
(e -1(‏ € _- ہے لط دع Ay‏ 
Ax Ax Ax‏ 
إذن» ميل المماس عند النقطة (/[,36) هو: 
1م الل _ )1- متم إلى AY‏ 0 . 
نا ما حنخلت نون >= ت = iF (O)‏ 
N Ax¬+0 AX Ax¬0 Ax Ax¬0 Ax‏ 
كي 
ماقىمة: lim؟‏ 
ولكن» قيمة: ر E‏ 


A 
e 1 es 53 0 و 1 أيه‎ 


<0 


0.1 0.01 0.001 1- )| 0.01- 0.1-— كم 
A‏ 
1.0517 | 1.0050 | 1.0005 25 0.9950 0.9516 لك 
> 1 
و 1 م 
ألاحظ م٠‏ الجدول السابق أن 1 - : 
3 س ول ہی ال Ax¬+0 Ax‏ 
إذن» ميل المماس عند النقطة (/[,36) هو: 
ا كن 
ل m= f'(x) =e lim‏ 
f (%) ey‏ 


وهذايعني أن ميل المماس عند أي نقطة تقع على منحنى الاقتران الأسّي الطبيعي هو 
الإحداثى / لهذه النقطة. 


اث o‏ وم الاقتران الأسّي الطبيعي 


إذا كان: “6 = () حيث 6 العدد النيبيري» فإنَّ: 
f(x) - ©‏ 


أجد مشتقة كل اقتران مما يأتي: 


© f) - 36“ 


00 الاقتران المعط *36ح f(x)‏ 
(0'[ه = (af(x))'‏ ° 
5 1 قاعدتا مشتقة مضاعفات الاقتران» ومشتقة الاقتران الأسّى | (x) = 3e‏ 
(x )' = nx 1‏ عدتا مستفه هترال» و مستمه الا فترال سي الطبيعي 3e‏ )۴% 


Of =# +e 
ودار‎ = ¥ + e” الاقتران المعطى‎ 


قواعد مشتقات اقتران القوّة» والمجموع» والاقتران الأسَّي الطبيعي f )( =2x+ e"‏ 


Xx 
: 1 5 أتذكّر‎ 
مده _ ¥ _ مده - وده‎ 0 
1 1 0 الفا ا‎ 
J 1 1 x بتوزيع المقام على الب‎ 00 
د كات‎ "7 7 
RE 9 E 
1 26 عر 07" لو ا ا صنووه سي‎ 
بالتبسيط م‎ 
و‎ 98 ١ 
قواعد مشتقات اقتران القَوّة والاقتران الأسى 2 ر 2 _ -_ ررك‎ 
dx 3 الطبيعى» ومضاعفات الاقتران‎ 
و‎ 
تعريف الأس السالب» والصورة الجذرية 265 - 2 كت‎ 
3 


أجد مشتقة كل اقتران مما يأتي: 


+ 8 دير ن 4€ يرن - در a) f(x) - 5# +3 b)‏ 
5 


شتقة الاقتران اللوغاريتمي الطبيعي 


2 تين الشكل الاق متحي الاقترانين: “6ك 00ل وة = (د)ق. 
الاقتران اللوغاريتمي ١‏ 1 
الطبيعي: × 1١‏ = بل 
هو الاقتران العكسي 
للاقتران الطبيعي: 
e‏ 
أتذكّر 


20253000027 )| الاجظمن التمثبل البياني أن ميل المماس عند النقطة لى الواقعة على منحنى الاقتران: 
00 1 
هندسي ينقل الشكل × 1 = (×)8 هو: جم . إذن: 


من إحدى جهتي محور dy _ CB‏ 

ا کا لح اال , كيم / , 

الأ ا بما أن المثلث 0٤۴‏ هو انعكاس للمثلث 48€ حول المستقيم: × = /[» فإنهما متطابقان؛ لذا فإن: 
CB _ FE‏ 

من محور الانعكاس» من ‘AB DE‏ 


220203000 | وبما أن ت هو ميل المماس لمنحنى الاقتران: *6 = (3)/ عند النقطة 2ء فإن: 


dy _CB_FE_ 1 تدويره.‎ 
dx AB DE DE 
FE 


وبما أنَّ ميل المماس عند أي نقطة تقع على منحنى الاقتران الأسّي الطبيعي هو الإحداثي 
/لهذه النقطة» فهذا يعني أن ميل المماس عند النقطة 1 هو الإحداثي ل للنقطة 2. وبسبب 
اكا فان الائ ر ا 5 هر ادان ۾ لاع ولك قاد 


dy _CB_ FE 1 1 


dx AB DE DE x 


FE 
تقة الاقتران اللوغاريتمي الطبيعي‎ 5 2 
اتذكر‎ 
مجال الاقتران 136[ هو إذا كان: ده[ = (2) حيث: 0 < مى فإن:‎ 
| 2 .(0, © 
(9= 00 


يُمكن إثبات هذه النظرية لاحقا باستعمال الاشتقاق الضمني الوارد في الدرس الرابع من هذه الوحدة. 


تعلّمْتُ سابقا قوانين الضرب والقسمة والقوّة للوغاريتمات» ويمكنني استعمال هذه القوانين 
مع النظرية السابقة لإيجاد مشتقة اقتران يحتوي اللوغاريتم الطبيعي. 


مراجعة المفهوم قوانين اللوغاريتمات 


ع 
5 


إذا كانت ل ,× ,8 أعدادًا قيقب مو كةو وكان مغدةًا قيقياء حيث: 221 ل فإن: 


و 


أفكّر ٠‏ قانون‌الضرب: /زيع10-+ × ,ع10 - بود ,ع10 

9 0 ا‎ 
log, y = log, x - log, y قانون الة لقسمة:‎ ٠. 0 +1 لماذا يشترّط أن‎ 
log, 1 -8 log, 1 قانون القَوّة:‎ ٠. 


أجد مشتقة كل اقتران مما يأتى: 
f =ln (x)‏ © 


أتذگر الاقتران المعطى f(x) =1n()‏ 
اللوغاريتم الطبيعي × 2[ قانون القوّة في اللوغاريتمات 4lnx‏ = 


هو لوغاريتم أساسه العدد 
قاعدتا مشتقة مضاعفات الاقتران» 4 
الطبيعي م اتلكب شتت / 
ار ومشتقة الاقتران اللوغاريتمى الطبيعى ,= 


كتابته فی صورة: :3 108. 


@ f(x) = 1n (xe) + In (7*) 


الاقتران المعطى (xe) + In (7x)‏ صا = f(x)‏ 
أتذدًّ 
كر قانون الضرب في اللوغاريتمات صا + +ln7‏ 6 ص[ + دم[ - 
o‏ 1517 
بالتبسيط» واستعمال الخصائص الأساسية 
In e” =p ٠‏ ا كم 17[ + ند + دص[ 2 - 
٠‏ إذاكان: 1 + ط» 
اللا / قواعد اشتقاق الاقتران اللوغاريتمى الطبيعى» 3 ! 
حيث: 0 < ل فإن: 1 ل 


واقتران القوّة» والثابت 
كك 0 


أجد مشتقة كل اقتران مما يأتي: 
(2x‏ صا = f(x)‏ زم OSV EFI)‏ له 


oon oe‏ وم اقتران الجيب» و تت .موه وم اقتران جيب التمام 


تَعلّمْتٌ سابقًا أن الاقترانات المثلثية هي قواعد معطاة باستعمال النسب المثلثية. وسأتعلّم الآن 
إيجاد مشتقة كل من اقتران الجيب» واقتران جيب التمام. 

ن الشكل الآني كلا من التمثيل البياني لمنحنى الاقتران: :51123 = »f)×(‏ حيث × 
قاين الزاوية بالرادياتة والتمقيل اتی انی ( الذي هم رهه باستعفال 
ميل المماس لمنحنى (03)/. 


لايعَد الرسم إثباتًا رياضيًا 
للنظرية؛ ولكنه يعطي 


تصورًا حولها. 


يظهر من الشكل السابق أن منحنى (×) ٣‏ مُطابق تمامًا لمنحنى جيب التمام؛ ما يعني أَنّ: 
: 5 = (#) ”. ويّمكن بطريقة مشابهة استتتاج أن مشتقة اقتران جيب التمام هي انعكاس 
منحنى اقتران الجيب حول المحور ×. 


شتقة اقتران الجيب» و شتقة اقتران جيب التمام 


© "إذاكان: S>‏ ك نال 0 =( . 


۰ إذاکان: × 05»© = (×) ې ار ت سه > 0 


و 


أفكر 
NL‏ 
وجيب التمام الاشتقاق 
عند جميع الأعداد 
الحقيقية؟ 


أتذكّر 
داكن 1 دف 
حك: 0 < ض نإن: 


1= طرعه1. 


أجد مشتقة كل اقتران مما يأني: 


الاقتران المعط 
قرام د قات اقران اله ونش قات اران 
والثابت» والمجموع 


الاقتران المعط 
قواعد مشتقات الاقتران الأسّى الطبيعى» ومضاعفات 


أجد مشتقة كل اقتران مما يأني: 


b) f(x) = x + cos x + sin َّّ 


تطبيقات: معادلة المماس والعمودي عند نقطة ما 


© f =3sinx+4 
f(x) =3 sin x + 4 


f(x) =3 cosx 


+ -ر © 
771 — كا 


1 
J= 2 6-71 


: ن 1 dy‏ 
مله 7+ 268-- 
51 7 + 6 و0 


_ SİNnX 


a) J= 9 + 3 


يُمكِن استعمال أي من قواعد الاشتقاق التي تعلَمْتّها في هذا الدرس لإيجاد معادلة المماس 


عند نقطة ما على منحنى الاقتران. 


إذا كان الاقتران: () 12 = ()/؛ فأستعمل المشتقة لإيجاد كل مما يأتي: 


معادلة المماس عند النقطة (1- ,1). 


الخطوة 1: أجد ميل المماس عند النقطة (1- ,1). 


الاقتران المعط 


قانون القسمة فى اللوغاريئمات 


الخصائص الأساسية فى اللوغاريتمات 


f) = 1n )5 
- م[‎ 2-686 


=lnx-1 


أتذكّر 
إذا تعامد مستقيمان» ك 
00 
حاصل ضرب ميليهما هو 
TT‏ 
يساوي سالب مقلوب 
ميل الآخر. 


أتذكّر 
يأخذ موقع الجسم (5)0 


يما موجبة أو سالبةء أو 


00 


قواعد مشتقات الاقتران اللوغاريتمي الطبيعي» والثابت» والفرق د f)‏ 


: 1 / 
بتعويض 1 = × د 
امل الاس هرا 


الخطوة 2: أجد معادلة المماس. 


معادلة المستقيم بصيغة الميل ونقطة × - )72 = بو يل 
هخ 1 = 51 (1-*)1 -(1-) نر 
بالتبسيط 1-2 ح بل 


إذن» معادلة المماس هى: 2 - × = /[. 
معادلة العمودي على المماس عند النقطة (1- ,1). 


دنا الا ا لات ,)هو ا ميل الو على الاس هر ادر 
ومنه» فإنَّ معادلة العمودي على المماس عند النقطة (1- ,1) هي: 
-1)x -1(‏ =(1-) دير 
دسح برل 


إذا كان الاقتران: 1221/3 = (×) f‏ فأستعمل المشتقة لإيجاد كل مما يأني: 


8) معادلة المماس عند النقطة ( + ,6). 


8) معادلة العمودي على المماس عند النقطة ( ج ,6). 


تطبيقات: الحركة في مسار مستقيم 
عند دراسة جسم يتحرّك في مسار مستقيم» أفترض أنَّ الجسم يتيحرّك على خط أعداد انطلاقًا 
من موقع ابتدائي» وا ادم كن كر رسا ساق وأنَ لقع (position)‏ هذا الجسم 
بالنسبة إلى نقطة الأصل يُمثّل اقترانًا بالنسبة إلى الزمن #» ويُرمز إليه بالرمز (5)6. 


أذ 1 
2 القطلة 0 عل طا 
الأعداد نقطة الأصل. 


ادلم 
ال کے 5 
(ليست متجهة)» والموقع 


أتعلّم 

من أمثلة الحركة في مسار 
مستقيم: حركة اة 
على طول جزء مستقيم 
من الطريق» وسقوط كرة 
رسيا من سطح مبنى» 
E‏ 
بزنبرك في مسار مستقيم» 
وحركة جسم مقذوف 
رأسيًا إلى أعلى في مجال 


الجاذبية الأرضية. 


يُطلّق على مُعدّل تغير اقتران الموقع (4) بالنسبة إلى الزمن اسم 65012001 i †y(‏ 10مv)‏ 
للجسم.ء ورمز إليه بالرمز (1)8. وقد سمي بهذا الاسم لأنَّهِ يُستعمّل لتحديد كل من مقدار 
سرعة الجسم» واتجاه حركته. 


فإذا كانت قيمة 0 < (0)2: فن الجسم يتحرّك في الاتجاه الموجب (إلى اليمين). وإذا كانت 
قيمة 0 > (0)8: فإنَ الجسم يتحرّك في الاتجاه السالب (إلى اليسار). وإذا كانت 0 = (0)6» 


فن الجسم يكون في حالة سكون: 
ال على ل تقار لے ف ال بالفيسية إلى او اسم التسارع «(acceleration)‏ 
ورمز إليه بالرمز (0)ه. أمّا القيمة المُطلّقة للسرعة المتجهة فتسمّى آ60 (50660). وهى 


تحدد مقداراء ولا تحدد اتجاه الحركة. 


مفقوم أساسي الحركة في مسار مستقيم 


ذال الاقتران (5)1 موقم جسسم يتحر لك في مسار مستقيم؛ فإن سر عة المتجهة (8)ن 
تعطى بالعلاقة: (5')8 = (1)1» وتسارعه (4)1 يعطى بالعلاقة: (1) "5 = (1) س = (4)1. 


أمّا سرعته فهي |(2)|. 


مثال 7 
يُمثل الاقتران: 0 <1 ,1 - *64 = (5)6 موقع جسم يتحرّك في مسار مستقيم» حيث 5 الموقع 
بالأمتارء و الزمن بالثواني: 
أجد سرعة الجسم المتجهة وتسارعه عندما 2 =). 
سرعة الجسم المتجهة: 
أجد مشتقة اقتران الموقع» ثم أُعوّض 2 = في المشتقة: 
ا انال اة 12-3 = )1( v(1) = s'‏ 


بتعويض 2 = ا (3)2 - (12)2 = u)2(‏ 


بالتبسيط 12 = 


ٍْ تسارع الجسم: 


أجد مشتقة اقتران السرعة المتجهة, ثم أعرّض 2 = ٤‏ في المشتقة: 


اقتران التسارع a(t) = v' (f) = 5") = 12 — 6t‏ 
بتعويض 2 = ا (6)2 - 12 = 
أفكّر بالط 0= 


ما معنى أن يكون التسارع سرعة الجسم المتجهة عندما 2 = ٤‏ هى 12/5 12» وتسارعه ”102/5 0 
فى لحظة مامساويًا 


ا أجد فِيّم 4 التي يكون عندها الجسم في حالة سكون لحظي. 
يكون الجسم في حالة سكون لحظي إذا كانت سرعته 0؛ أَيْ عندما 0 = (0)4: 
از قاذ السبرغة اجه بالفيشر 0= 121-31 
بإخراج 34 عاملا مشتركًا 0= 31)4-8 
Or t=4 A‏ 2-0 


إذن» يكون الجسم في حالة سكون لحظي عندما 0 = ا» و4 = ا. 


في أي اتجاه يتحرّك الجسم عندما 5 =£؟ 


7 2 


0 5 
5 اقتران السرعة المتجهة 12-36 = v()‏ 
ال کک ان لے دة 
اريف 6 “(35 - (12)5 = v)5(‏ 
المتجهة للجسم سالبة 
بالتبسيط 25ب 


عنما 5 ك بن وان ره 


0010 بما أنَّ إشارة السرعة المتجهة سالبة» فإنَّ الجسم يتحرّك في الاتجاه السالب عندما 5 -4. 


ك2 رده = 55 متى يعود الجسم إلى موقعه الابتدائي؟ 


ما يعني عدم وجود علاقة 0 7 2 
1 يكون الجسم في موقعه الابتدائي أول مَرْة عندما 0 -6. ومنه» فإن: 0 = (5)0. 


بين موقع الجسم واتجاه 

25 لإيجاد الأوقات التي يعود فيها الجسم إلى هذه النقطةء أحُل المعادلة: 0 = (5)1: 
بمساواة اقتران الموقع بالصفر 0= f‏ 6 
بإخراج 1 عاملًا مشتركًا 0= (6-1) f‏ 
يحل كل عاد ل 2-6 عند f0.‏ 


أتذكّر 
إذا كات المعادلة التي 
صف الإزاحة الجسم 
عند الزمن 1 هي: 
SD‏ كان ار 
«J = a COS wt‏ فان 
الجسم يكون في حركة 
TT‏ 


¥ 
3 الدعم البياني 
* 


الخطط ١‏ ات - © الجسم في المسار المستقيم. 


nn n a a n a n oL lT ع‎ > 
-16-12-8-4 0 4 8 12 16 20 24 28 32 5 


3 


يُمثل الاقتران: 0 < 4 ,8 + 42-74 = (5)4 موقع جسم يتحرّك في مسار مستقيم» حيث 
5 الموقع بالأمتار» و٤‏ الزمن بالثواني: 

6 أجد سرعة الجسم المتجهة وتسارعه عندما 4 = ). 

(b‏ أجد قِيّم ٤‏ التي يكون عندها الجسم في حالة سكون لحظي. 

(c‏ في آي اتجاه يتحرّك الجسم عندما 2 = ؟ 


4) متى يعود الجسم إلى موقعه الابتدائي؟ 


تطبيقات: الحركة التوافقية البسيطة 
تعلّمْتُ سابقًا أن الاقترانات الجيبية تعمل لنمذجة السلوك الدوري في كثير من المواقف 
الحياتية والعلميةء مثل حركة اهتزاز كتلة مُعلّقة بزنبرك؛ إذ يُمكِن إيجاد سرعة هذه الكتلة 
وتسارعها باستعمال المشتقات. 


© مثال 8 : من الحياة 

زنبرك: يبن الشكل المجاور جسم مُعلّقَا بزنبرك. 
شد 5 وحدات أسفل الاتزان (0 - 5). ثم ترك عند 
الزمسن 0 ٤=‏ ليتحرّك إلى الأعلى وإلى الأسفل. 
ويُمثْل الاقتران: 4 205 5 - (5)1 موقع الجسم عند 
أي زمن لاحق» حيث ٤‏ الزمن بالثواني» و5 الموقع 


بالسنتيمترات: 


أتذكّر 
متطابقة فيثاغورس: 


2 9 
©05 XxX + sin X=1 


الربط بالفيزياء 

س 
القوى المُؤّرة فيه بحسب 
الا دا ي 
1 ك ھا اہ ےک 
۾ تسارع الجسم» my‏ 
کت 4و٣‏ رد مھ ]ا 2 
القوى المُؤثّرة فيه. 


أجد اقترانًا يُمثل سرعة الجسم المتجهة واقترانًا آخرٌَيُمثّل تسارعه عند أي لحظة. 


v(t) = s'(f) = -5 sin f اقتران السرعة المتجهة‎ 


a(t) = v'(f) = -5 cost اقتران التسارع‎ 


أَضِف حركة الجسم. 


اعتمادًا على الخصائص الجبرية لاقتران الموقع» فإن الجسم يتحرّك بمرور الزمن 
بين الموقع 5 - 5 والموقع 5- = على المحور؟» والقيمة السالبة تعني أن الجسم 


فوق موقع الاتزان. 


ألاجظ أن قيمة السرعة تكون أكبر مايُمكن فى الاتجاه الموجب والاتجاه السالب 
عندما 1-1 ١1ء|.‏ وفي هذه الحالة» فان 0 = 5 (متطابقة فيثاغورس). وبالرجوع 
إلى اقتران الموقع» ألاجظ أنَّ قيمته تُصبح صفرًا (موقع الاتزان) عندما 0 = ٤‏ 005؛ 
مايعني أن سرعة الجسم تكون أكبر مايُمكِن عندما يمر الجسم بموقع الاتزان. 


اعتمادًا على الخصائص الجبرية لاقتران التسارع» فان قيمة تسارع الجسم تكون 
دائمًا معكوس قيمة موقع الجسم؛ ذلك أنَّ مُحصّلة القوى تسحب الجسم إلى 
الأسفل إذا كان أعلى موقع الاتزان» وأنَّ مُحصّلة القوى تسحب الجسم إلى الأعلى 
إذا كان أسفل موقع الاتزان. 


تكون قيمة التسارع صفرًا فقط عند موقع الاتزان؛ لأنَّ قوّة الجاذية وقوّة 
و 
الزنبرك تُلغي إحداهما الأخرى عند هذه النقطة. ولكنء إذا كان الجسم عند 


E 


١2 ٍ‏ 
ل الدعم البياني 
#2 
2 85 ¢ 
ألاحظ من التمثيل البياني الآني لاقتراني الموقع والسرعة المتجهة أن موقع الجسم يتراوح 
ا 55500 رأن سرعته المتجهةتتراوح بين القيمتين: 


95 5 ح لقال و012/5© 5- .V=‏ 


v= —5sin tf 5-57 


ا اا ا3 ا0 ال عة يكون أكبر مايُمكن عندما يقطع منحنى اقتران الموقع المحور × 
(موقع الاتزان). 


يتحرّك جسم مُعلّق بزنبرك إلى الأعلى وإلى الأسفل» ويُمثل الاقتران: 4 512 7= (5)1 موقع 
الجسم عند أي زمن لاحق» حيث ‏ الزمن بالثواني» و5 الموقع بالأمتار: 
8) أجد اقتراًا يُمثْل سرعة الجسم المتجهةء واقترانًا آخرٌَ يُمثل تسارعه عند أي لحظة. 


(b‏ أصف حركة الجسم. 


!| أتدرّب وال المسائل 


أبحث قابلية اشتقاق كل اقتران مما يأتى عند قيمة × المعطاة: 


© /)0 - د - وار @ 5حهرة-ع|‎ 0 © 0-1: TT 


XA >-1‏ 2% مر 


© صر‎ 2 ,+-4 @ 0 =«-6*,x=6 © 5-1 5*4 و‎ 
X 


٤‏ 9 0 4و 
أحدّد يم د للنقاط التي لا يكون عندها كل اقتران مما يأتي قابا للاشتقاق. مُبرّرًا إجابتي: 


© Jy 


¥, EEE 27 1 


أحدّد قيمة (قيّم) :د التي لا يكون عندها كل اقتران مما يأتي قابا للاشتقاق: 
9 - = © 5 + 3-6/ - ()/ © =( © 
© إذا كان: |×| × = )7 فأثبت أنَّ 0 موسرو 
أجد مشتقة كل اقتران مما يأني: 
n) 5( +‏ 1 - 0)/ @ :دوم 7 - > = )+ f) - 2sinx - e O f‏ 9© 
O©O/0 =e +1 ©9 0 =e +x © f) =1n (e)‏ 
إذا كان: f(x) = sin x + e‏ فأجیب عن السؤالين الآتيين تباعًا: 


© أجد معادلة المماس لمنحنى الاقتران أرعند النقطة ( <٥"‏ ,56). 


© أجد معادلة العمودي على المماس لمنحنى الاقتران عند النقطة (r, e”)‏ 
© أجد قيمة × التى يكون عندها المماس أفقيًا لمنحتى الاقتران: ×2 - “6 = () 


© اختيار من مُتعدّد : أي الآتية ةل معادلة العمودى على المساس مى الاقتران :3 05© + f(x) = sin x‏ 


عتنهنا 7 کک ؟ 


a) y= + 2- [ -ي نز ح بر رط‎ 1 cC) دن‎ << - 2+ 1 dQ y=x+r+1 


2 


© إذا کان: 6) 1١‏ = () حيث ۸ عدد حقيقي موجب» و0 < تن فَأبيّن ان ل = () '/. 


و 
إذا كان الاقتران: 1١×‏ = (:3)ي فأجيب عن السؤالين الآتبين تباعًا: 
© أثبت أن مماس منحنى الاقتران عند النقطة (1 ,©) يمر بنقطة الأصل. 
0 أثبت أن المقطع × للعمودي على المماس لمنحنى الاقتران عند النقطة (1 ,6) هو + . 
يمل الاقتسران: 0 < 4 ,54 + 1-41 = (5)4 موقع جسم يتحرّك في مسار مستقيم» حيث 8 الموقع بالأمتار و1 
الزمن بالثواني: 
© أجد سرعة الجسم وتسارعه عندما 5 -8. 
0 أجد قَيّم ٤‏ التي يكون عندها الجسم في حالة سكون لحظي. 
© في أي اتجاه يتحرّك الجسم عندما 4 -/؟ 


© متى يعود الجسم إلى موقعه الابتدائي؟ 


يُمثْل الاقتران: 0 < 4 ,41 - © = (5)1 موقع جُسَيْم يتحرّك في مسار مستقيم» حيث 5 الموقع بالأمتار» و٤‏ الزمن بالثواني: 
© أحدّد الموقع الابتدائي للجسيم. 

© أجد تسارع الجُسَيّم عندما تكون سرعته المتجهة صفرًا. 

زنبرك: يتحرّك جسم مُعلّق بزنبرك إلى الأعلى وإلى الأسفل؛ ويُحدّد الاقتران: 4 95 4 = (1)ء موقع الجسم عند أي زمن 
لاحق» حيث ‏ الزمن بالثواني» وء الموقع بالأمتار: 


© أجد اقترانًا يُمثل سرعة الجسم المتجهة» واقترانًا آخرٌَ يُمثل تسارعه عند أي لحظة. 


© أجد سرعة الجسم المتجهة وتسارعه عندما “ -م. 


© أصف حركة الجسم. 


مارات اتشكيرادنا_ ملي 


© تبرير: إذا كان الاقتران: ×4 - 6 = ل حيث © عدد حقيقي» فأجد معادلة المماس عند نقطة تقاطع الاقتران مع 
المحور ل مُبرّرًا إجابتي. 
2 


4 X 
فأجد قیمة کل من و الین تجعلان قال لاش نتاق عند‎ (=| ۰ 
mx ,X< 


, > 2 


© تبرير: إذا كان: 
جميع قِيّمِ × الحقيقية» مَبرَرًا إجابتي. 


© تحد: ابت عدم وجود مماس ميله 2 للاقتران: 5 + ×3 + *26 = بز. 


و 
تبرير: إذا كان الاقتران: "16 = بن حيث: 0 < )» وكان منحناه يقطع المحور ل عند النقطة 2 فأجيب عن 
السؤالين الآتيسن تباعا: 
© أجد نقطة تقاطع مماس منحنى الاقتران عند النقطة 2 مع المحور ×. 


© إذاكان العمودي على المماس عند النقطة ‏ يقطع المحور × عند النقطة (0 ,100)» فأجد قيمة :6. 


ت 
تحد: إذا كان الاقتران: × ع10 = ل فأجيب عن السؤالين الآتيين تباعًا: 


dy 1 300 5 
* dx xlnl0 أثبت ان‎ © 


© مُعتودًا على النتيجة من السؤال السابق» أجد سك للاقتران: + 108 = نزء حيث ۾ عدد حقيقي موجب. 


تبرير: يُمثُل الاقتران: 0 < + s() = 4-sin f,‏ موقع جْسَيْم يتحرّك في مسار مستقيم» حيث 5 الموقع بالأمتار» و٤‏ 
الزمن بالثواني: 


© أجد سرعة الجُسَيّم المتجهة وتسارعه بعدء ثانية. 


© أجد موقع الجُسَيْمم عندما كان في حالة سكون لحظي أوَّل مَرّة بعد انطلاقه. 


© أجد موقع الجُسَيْم عندما يصل إلى أقصى سرعة. مُبرًا إجابتي. 


شتقنا الضرب والقسمة والمشتقات العليا 


Product and Quotient Rules and 
Higher-Order Derivatives 


٠ 885 ©‏ إبجاد مشتقة ضرب اقترانين» ومشتقة قسمة اقترانين 

٠ :‏ إيجاد مشتقات الاقترانات المثلثية. 

٠ه‏ إيجاد المشتقات العليا. 

® المصطلحات المشتقة الثالثة» المشتقة (۸). 

aslo‏ كلّما ازداد سطوع الضوء الماقظ على وة الخين امت مساحة البؤيق. 

۰ يُستعمّل الاقتران: ا =( 40 اتساب مساحة بیو الین 
بالمليكرات ال عة حيث 0 مقدار سطوع الضوء بوحدة اللومن (112). 
ولحت اا ال ا ا ا ا 
إلى السطوع. أجد ارا ثمال حا العين للضوم 


مشتقة ضرب اقترانين 

ف إيجاد مشتقات اقترانات مختلفة» مثل: اقترانات القرَّة» والاقتران الأسّي الطبيعيء والاقتران اللوغاريتمي 
الطبيعي» واقتران الجيب» واقتران جيب التمام. تعلّمْتٌ أيضًا إيجاد مشتقات مضاعفات هذه الاقترانات والاقترانات الناتجة 
من جمعها وطرحها. ولك كيف يمكن بجا م قات الاقتزاتات الناتجة من ضر ب هذ مالاق راتات ؟ ف إذا كان از 
و (×) اقترانين قابلين للاشتقاق» فكيف يمكن | إيجاد مشتقة (3(9)3)/ ؟ 


يمكن استعمال التعريف العام للمشتقة لإيجاد قاعدة مشتقة حاصل ضرب اقترانين. فمثلاء إذا كان (×)و(×) اقترانين قابلين 
للاشتقاق» وكان: ()8()/ = (×)4, فإِلّه يمكن إيجاد مشتقة (4)3 على النحو الآتي: 


A(x + h) - A(x) التعريف العام فة‎ 
e 9 


4. 0 


> lim f(x + Mh) g(x 8 - f(%)8() 4)3( = /)*(8)3( بتعويض‎ 


- im JZ ge +h) + صمو(‎ + fe + وفاسطرط ا 0ت )0-1و(‎ 


h‏ 0ج[ 


أتذكّر 
ہما أن وچ قابلان 
للاشتقاق» فإنّههما 
متصلان أيضًا. 
ادك 
f(0‏ = جما lim‏ 


lim g(x+h) = g(x) 
h¬+0 


أن | 
يُمكنلني حل الفرع 1 من 
المثال باستعمال خاصية 
التوزيع أوَّلَا ثم اشتقاق 
الاقثران الناتج باستعمال 
قاعدة مشتقة المجموع. 


أو قاعدة مشتقة الفرق. 


0 g(x +h) = gD yr f+) =F) 
ا ج ا ي‎ 


Jx +h) - 190 
h 


= lim f(x + h) x lim 8 + 1( - 869 , lim g(x)x lim 
0ج[ مجر‎ h h¬+0 h¬+0 
= f(x)g (x) + g(x)f(%) 


.A)x( = f(8 )x( + چ)x()×( إذنء‎ 


بالكلمات: مشتقة ضرب اقترانين قابلين للاشتقاق هى الاقتران الأول مضروبًا فى مشتقة 
الاقتران الثاني» ثم يضاف إليه الاقتران الثاني مضروبًا في مشتقة الاقتران 
الأوّل. 


بالرهوز: إذاكان الاقتران ()ل/روالاقتران (8):0 قابلين للاشتقاق فإِنَّ (3(8)0)/قابل 
للاشتقاق أيضاء وتكون مشتقته على النحو الآتي: 


)18(' )3( = 1008/3 + 80007 (x) 


أجد مشتقة كل اقتران مما يآني: 
)»4 + 5) (ضد -ندة) = مر 0 
الاقتران المعطى مه + 2)5 - ×3) = ودار 


قاعدة مشتقة الضرب . (2#بر3) لك (5+4)+(×5+4) کے (#رقسندة) = () f‏ 


قاعدتا مشتقة اقتران 


لقرّة» ومشتقة الطرح (43 - 403 + 5) + (2()4 - )3x‏ = 


باستعمال خاصية التوزيع 82-162 - 15) + (8¥ -:122) = 


التسيظ 5 + ×4 + 246 = 


أخطاء شائعة 
من الأخطاء الشائعة عند 
اا ب هة ال 
ضرب اقترانین» ضرب 
مشتقة الاقتران الأول فى 
مشتقة الاقتران الثاني 0 


التعريف العام للمشتقة 


بتعويض لك = 0 


بإضافة وطرح (8)30(/)3 


© f(x) = xe 


الاقتران المعطى f(x) = xe‏ 
قاعدة مشقة الضرب كوس قو P=‏ 
ا dx‏ 0 
قاعدتا مشتقة اقتران القوَّة ومشتقة الاقتران الأسّي الطبيعي xê +€ x1‏ = 
بالتبسيط © + xe‏ = 
أجد مشتقة كل اقتران مما يأتي: 
b) f(x) =1nx cosx‏ (×4 - 3)7 + 2 - ) = )مر a)‏ 


.مله وه وه 00 اقترانين 


مقطا تة اقترانيخ ليست حاص قا مش كل منهماء مغلم أن فة قيرب اقترانين 
ليست حاصل ضرب مشتقة كل مهدا 
يُمكن استعمال التعريف العام للمشتقة لإيجاد قاعدة مشتقة حاصل قسمة اقترانين. فمثلاء إذا 


كان (0)/و(:8)1 اقترانين قابلين للاشتقاق» وکان: ! :10 E AS‏ 


(×)4 على النحو التي : 
a‏ 1 2 00 
ED‏ 
ان تت سمس ف | li‏ 
h¬+0 h‏ 


(ط + Ph) = f()8(x‏ + )تاق 


= lim 
مجر‎ hg(x + h) g(x) 

- lim SOS +P) = 8f) + 800130 = f(x)8(x + P) 
مجر‎ hg(x + h)g(x) 


g(x + - 800‏ 7)0- 1 - 2 تال اع 


فصل العوا [j‏ - 
بفضل العوامل gr + RES‏ 0 
8= (لختة lim f(x) x lim‏ - 9 - للخم lim g(x) x lim‏ 
TT‏ 4 مجر 0جبر 4 0جبر مجم 
بتوزيع النهار : : 
lim g(x + h) x lim g(x)‏ 
0ج[ h¬+0‏ 
اا 8 × 30[ - 1/30« اق _ 
“()ع) 
رون £> 0-9 < = وريم 
أتذكر ))%(8( 
مي النهايات موجودة؛ 03 ققة الم 0 
لان روع قابلان للاشتقاق. ١‏ 


بالكلمات: مشتقة قسمة اقترانين قابلين لاشقاق هھ المقام ت ةط 
المقام. 
بالرهوز: إذاكانالاقتران (*3)/ والاقتران (×)ع قابلين للاشتقاق» وكان 0 2 (×)ع» 


ان 1 ل للاشتقاق اا وتكون مشتقته على النحو الآتي: 


x &(%)‏ ا × اق _ 0 
))(8( 8 


أجد مشتقة كل اقتران مما يأني: 


ا( © 
+1 
الاقم ان | 1 
قتران المعطى ee‏ 


كبحن قدصن دقرت 2ك (#+1) _ 


(1+) 


قاغدة مشتقة القسمة 


f )*( 


قواعد مشتقات اقتران القوّة» 


والطرح» والجمع 


بالتبسيط 


الاقتران المعط 
قاعدة مشتقة القسمة 


قواعد مشتقات اقتران القوّة» والطرح» 


بالتبسيط 


أجد مشتقة كل اقتران مما يأتي: 


sin Xx 


3 
6 


= زمار رط 


EOE OED 
OR] 


رد + 2£- ر2- 2%- 


)1+7( 
4= _ 
+1 
عع ر © 
= 109 
E‏ - فنصلا جين 
2 = )ل 
(x+1)‏ 
(0ضم - ها 1+( _ 
(x+1‏ 7 
دما 1+2 
(x +1)‏ 
x<+1-xlnx‏ _ 
x(x +1)‏ 
1 14 
ET‏ 


تعلق مانا أن ی ا إلى کی ری و ا 


إيجاد ك يعني إيجاد معدل تعر ل بالنسبة إلى . 


3 


عدر الق فى كر من لراش النناتة بالنسية إلى الزن قمعلا 5ا كان ك معب فان 
2< 3 2 5 5 5 4 
معدل تغيرها بالنسبة إلى الزمن ٤‏ هو ر 


d 
0 


© مثال 5 : من الحياة 
مرض: تعطى درجة حرارة مريض في أثناء مرضه بالاقتران: 


986 + ل - > (1)4: حيسث ‏ الزمن بالساعات بعد 
+ 


ظهور أعراض المرضء و7 درجة الحرارة بالفهرنهايت: 


أجد مُعدّل تغيّر درجة حرارة المريض بالنسبة إلى الزمن. 


أجد 1")2: 
4t 2‏ 
الاقتران المعطى 98.6 + 0 = T(t)‏ 
+f‏ 
قاعدتا مشتقة القسمة» ض +1( 49( - 49( £ ض +1( 2 
ومشتقة الثابت م +1 
قاعدتا مشتقة اقتران القَوّة 48)28) - (۶()4 +1( 8 
ومشتقة المجموع “م + 1) 
طاتتعمال كا :1 تمع 42 +4 
e‏ د 
بالتتسيط ES‏ 
الوه “( + 1) 
د ا ا 5 0 TT‏ 4-42 7 
إذن» معدل تغير درجة حرارة المريض بالنسبة إلى الزمن 1 6 ()"1. 
أجد مُعدَّل تغُر درجة حرارة المريض عندما 2 = 6 مُفسّرًا معنى الناتج. 
أجد (1”)2: 
١ 4- 4f 5-6‏ 
“(4)2 -4 
ويف دع اي - (2) 7 
بتعويض OY‏ +( )2( 
بالتبسيط 8 = 


اذ عدا كالمو 2 إن درج حرا العرييضن قا بدا 048 ر فر اة 


1 لكل ساعة. 


5001 


سكان : يعطى عدد سكان مدينة صغيرة بالاقتران: و 
و8 عدد السكان بالآلاف: 


= (1)ط حيث 1 الزمن بالسنوات» 


8) أجد معدل تير عد د السكان فى المديئة بالسبة إلى الزمن. 


وء ا 


ا) أجد معدل تغير عد السكّان في المدينة عندما 12 = 1» مُفْسّرًا معنى الناتج. 


لل ooo‏ وه II‏ تا ب 


يُمكن إيجاد قاعدة عامة لمشتقة مقلوب أي اقتران باستعمال قاعدة القسمة. فمثلاء إذا كان 
(3)/ اقترانًا قابا للاشتقاق» حيث: 0 + (6)/و وكان: = ()4 فإن: 
XxX‏ 


قاعدة مشتقة القسمة (0) A(x») = ft) x0-1 xf’‏ 
(f)‏ 
بالتبسيط ا 
اا م0 
FO ..‏ 
اذ ر - 0ت 


ل دە وه II‏ ةا ب 
بالكلمات: مشتقة مقلوب اقتران قابل للاشتقاق هي سالب مشتقة الاقتران مقسومًا 
على مرب الاقتران: 
بالرموز: إذاكانالاقتران (#)/قابلا للاشتقاق» حيث: 0 ± )ل 0 قابل 
للاشتقاق أيضاء وتكون مشتقته على النحو الآتي: 
13 ونير 0 8 


000 


و 


أفكّر 


و 
هل توجد طريقة أخرى 


لإيجاد مشتقة الاقتران فى 


الفرع 2 المثال؟ 


مال( 


أجد مشتقة كل اقتران مما يأني: 


الاقتران المعط 


قاعدة مشتقة المقلوب 


قاعدتا مشتقة اقتران القوّة» ومشتقة الجمع 


الاقتران المعط 


قاعدة مشتقة المقلوب 


قاعدتا مشتقة اقتران القوّة» ومشتقة 


6 6 من‎ e 0 7 


أجد مشتقة كل اقتران مما يأني: 


1 


b) تار‎ = 


€ +x 


- هر © 
+x‏ 
= هنال 
+X‏ 
(د+ )2 1 
لد دار 
2= _ 
TT‏ 


+£ 
f9 =‏ 
d 1‏ 
(2+غ) كك - 
a‏ = 
ذ+1- 
ر( 
1-۶ ل 
)+( 
1 
د وار به 


0 تقات الاقترانات Il‏ ثلث 00 


تعلّمْتٌ في الدرس السابق كيفية إيجاد مشتقة اقتران الجيب» ومشتقة اقتران جيب التمام. 
وسأتعلّم الآن كيف أجد مشتقات الاقترانات المثلثية باستعمال مشتقة القسمة. فمثلاء لإيجاد 
مشتقة اقتران الظلٌّء أفترض أن × 2ه = (3)/. وباستعمال مشتقة القسمة» فإنّ: 


f(x) =tanx = n x المتطابقات النسبية‎ 
4 ê d 
= (cos x) عو‎ (sin x) — (sin xX) 7, (cos X) e eS 
(cos x) 
_ (cos x) (cos x) — (sin xX) (—sin x) قاعدتا مشتقة اقتران الجيب»‎ 
(cos ومشتقة اقتران جيب التمام “د‎ 


2 ا‎ 
COS X + 511 X 


(cos x) 
متطابقات فيثاغورس‎ 
COS X 

متطابقات المقلوب SeC x‏ = 
0-0 قات الاقترانات II‏ ثلثية 

3 (tan x) = sec x (cot x) = —csC x 

d d 

(S66 XJ) ك5‎ X [AaB X (CSC X) — CSC X COI X 


إثبات الحالات الثلاث المتبقية من النظرية جاء بصورة تدريب فى المسائل (20-22). 


أجد مشتقة كل اقتران مما يأتي: 


أتذكر =x secx‏ )م O‏ 
القاطع (sec x)‏ هر الاقتران المعطى Xx‏ 560 = 169 
مقلوب جي جيب التمام» 5 5 2, d‏ 4 2 / 

X) = x — (sec xX) + sec ير‎ — (x ا‎ 
f (%) = x (sec x) + sec x )©( وقاطع التمام د ءقت) مشتقة الضرب‎ 
قاعدتا مشتقة اقتران القاطع»‎ ET 


2 
= XxX sec x tan X + 2x sec Xx 


ومشتقة اقتران القوّة 


رموز رياضية 
تُستعمّل الرموز: 
ال 
الثانية» وتُستعمّل الرموز: 


(7)0) كه ,"ر AY,‏ 


dx dx 
.)70( للتعبير عن المشتقة‎ 


الاقتران المعطٍ 
قاعدة مشتقة القسمة 


قواعد مشتقات اقتران 
الظل» والمجموع. 
وقاطع التمام 
باستعمال خاصية 
التوزيع 


CSC X 
1 + tanx 


CSC X 
1 + tan x 


(1+ tan x) (csc XxX) — (csc xX) (1+ tan x) 


(1 + tan») 


_ (1+ tan x) (csc x cot x) — (csc xX) (sec x) 
(1 + tan x) 


2 
- CSC X 01 X - 05© X cot 36 tan Xx —CsC 3656© 
2 
(1 + tan x) 


2 
— CSC X CO X —CSC X —CSC X SEC X 
2 
(1 + tan x) 


أجد مشتقة كل اقتران مما يأني: 


tan x 


1 + sin x 


Il‏ 03 تقات Il‏ ليا 


3 


b( ار‎ = 


© f» 


f) = 


f )*( 


a) f(x) = xcotx 


تعلّمْتٌ سابقًا أنه إذا كان الاقتران (3)/ قابلًا للاشتقاق» فإِنَّ المشتقة () هى اقتران أيضّاء 
ومن المُمكن إيجاد مشتقته» التي يرمز إليها بالرمز () ”/. وفي هذه الحالةء يُطلّق على 
الاقتران الجديد (:) ”/ اسم المشتقة الثانية للاقتران (30)/. 


إذا كان الاقتران () ”/ قابلًا للاشتقاق. فإنّهِ يرمز إلى مشتقته بالرمز () "۴ ود © 
| 0611211 10)) للاقتران ()/. ويستمر إيجاد المشتقات وتسمياتها على النحو 
نفسه» ويُستعمّل الرمز :)”2م للدلالة على 07774200 deva †¡ve(‏ "7 ). 


أتعلم 
ا 
المشتقة (7) للاقتران ى 
في حين يشير الرمز ”ل 
إلى الاقتران/مرفوعا 


OL 


أجد المشتقات الأربع الأولى للاقتران: - =( 


مشتقة مشتقة كل اقتران مما يأتي: 


© (N 


COS X 


© ف = تار‎ sin x + x cos x 


-دض)/ © 


ك 


إذا كان (٭) و (×)ع اقترانين قابلين للاشتقاق عندما 0 =× وكان 2 = 


© )7/- 2/960( 


0 f(x) = (csc x + cot x) 


دعوو فح دار © 
X + COS X‏ 5112 
تتتت ‏ اتت ل دا ا 8 

© 10 8 


© i» = 


1 1 + ع‎ 
1- secx 


© )4 


أجد المشتقة الثانية لكل اقتران مما يأنى عند قيمة × المعطاة: 


4ک 
xX‏ 


=e © Ty 


© /)0 = 


= E FAG ERED 


المشتقة الأولى: + 2 = f(0)‏ 

المشتقة الثانية: ك = f)‏ 

المشتقة الثالثة: = )«( f”‏ 

المشتقة الرابعة: 24 - = ون كيم 
أجد المشتقات الثلاث الأولى للاقتران: ك = (م). 


@ ıi = 
0 f(x) =€ (tan x —x) 
© =x) +3) 


© /)0 - 


21-1 


g)0( = -1, 8 )0(‏ ,3- = (0)'ررة ع (0)لن 


@ )08(' )0( 


أجد معادلة المماس لكل اقتر ان مما يأتي عند النقطة المعطاة: 
f) = e cos x + sin x, (0, 1)‏ @ 0 و -( f‏ © 


و 
ثبت صحة كل مما يأنتي مُعتهدًا أنَّ :3 -sin x «(sin x) = = c08‏ = (دوم) ^ : 


01 00-7 2 4 -_ 
© „, (COt x) = — CSC x © ˆ (sec xX) = sec x tan x 
d 
© 2 (csc X) = —csc X 7 
' 1 
آلاجظ المشتقة المعطاة في كل مما يأنتي» ثم أجد المشتقة العليا المطلوبة:‎ 


© 1" - 2 - =,” @ f” =2,“ @ “0 = 2+1. 


© نبانات هجينة: وجد فريق بحث زراعي أنه يبُمكن التعبير عن ارتفاع نبتة مُهجّنة من 
2 
نبات تبّاع الشمس ۸ بالأمتار» باستعمال الاقتران: 7 +3 = )۸ء حيث ‏ الزمن 
بالأشهر بعد زراعة البذور. أجد معدل تغير ارتفاع النبتة بالنسبة إلى الزمن 


و 
إذا كان الاقتران: × 8153 ٥”‏ = ل فأجيب عن السؤالين الآتبين تباعًا: 


dy dy <‏ و 0 0 
© أجد يب ود . © اليف انر و 


أقمار صناعية: عندما ترصد الأقمارٌ الصناعية الأرضٌء فَإنَّه يُمكنها 
مسح جزء فقط من سطح الأرض. وبعض الأقمار الصناعية تحوي 
مُستشعرات لقياس الزاوية 0 (بالراديان) المُبيّتةَ في الشكل المجاور. 
كاد ااال ا ب الجمر ای ر الأرض ا 
و" يُمثْل نصف قُطْر الأرض بالكيلومتر, 55 عن السؤالين الآتيين 
تباعا: 


© أتبت أنَّ (1- 0 ع ), = مر 


© أجد مُعدّل تغيّر ۸ بالنسبة إلى 6 عندما 04 > 6 (أفترض أنَّ ها 6371 = .)٣‏ 


5 7 )1 لك الكت 1 
© إذا كان: > ر + 91n‏ کا( فأنبت أنَّ و = 


بين الشكل المجاور منحنيي الاقترانين: «F(x)‏ و(×)6G.‏ 


G(x) 


@ P2( © 067 


إذا کان: (:3)© (۴)۸ = (نت)ص وکان: کک = (د)0, فأجد کاڈ مما أتي: 


مهارت التفکیرالدایا علي 


و 
تبرير: إذا كان: 7 : = بز فأجيب عن السؤالين الآتبين تباعا: 


© أجد ميل المماس عند نقطة الأصل. 


© ا عدم وجود مماس أفقي للاقتران /[» مُبرُوًا إجابتي. 


تحد: إذا كان: : 


© اب 


0 ا“ 5 » و dx e 2 1 e‏ 
© أعيد كتابة المعادلة بالنسبة إلى المُتغيّر 6« (0: اقتران بالنسبة إلى ۷)» ثم أجد رل . 


و 
خت = ر حيث: 1 د فأجيب عن الأسئلة الثلاثة الآتية تباعًا: 
0 . 


dx 
ل اب عاو اد تباعًا:‎ )x( = E تبرير:‎ 
يسيك ررض قت‎ 5 1 
ابت : 2و 7 جا‎ © 


© أجد قيمة المقدار: 1 + (٭)۴ 2 + (٭) ۴ أده + (٭) f‏ ×. 


قاعدة السلسلة 
The Chain Rule‏ 


© فكر6 الط( ٠‏ إيجاد مشتقات اقترانات باستعمال قاعدة السلسلة. 
٠ |‏ إيجاد مشتقات المعادلات الوسيطية. 

® المصطلحات قاعدة السلسلة» قاعدة سلسلة القوّةء المعادلة الوسيطية» المُتغيّر الوسيط» مجال الوسيط. 
مسألة اليوم يمكن نمذجة انتشار الإنفلونزا في إحدى المدارس باستعمال 

٠ش‏ 0-6 = (۲)1» حيث (2)1 العدد التقريبي الكلي للطلبة 


المصابين بعد ٤‏ يومًا من ملاحظة الإنفلونزا أول مَرّة فى المدرسة. 


الاقتران: 


أجد سرعة انتشار الإنفلونزا في المدرسة بعد 3 أيام, مُبِرّرًا إجابتي. 


تعلّفْتُ سابقًا إيجاد مشتقة الاققران الناتج من تركيب افتراني قوّة وذلك 
ا ل ل ا 

مشتقة الاقتران الداخلي ل هذه الطريقةإحدى أهم فراع الاشكقاق: و تسى 
.)the chain ruاe( TIES‏ نمثلا يمک | باد م الاقصران E‏ 
*(220 - 6 = )و الذي به 2ك "ع8 دم السران اغلی و ر اران 


خارجي» على النحو الآتي: 
اعد الل ااي E‏ 
dx “du * dx‏ 
أتذكّر 
.3 0 01 2 3 
الداخلي تعويض 41/7 -2,2- 15 - (2- 15%( 4u? x‏ = 
م 
A‏ 5( 
لبد ڪڪ بض 2# = توق حا (2 = 5 “ددح 46 = 


الخارجى 


بوجه عام» يمكن إيجاد مشتقة الاقتران الناتج من تركيب أي اقترانين ن قابلين للاشتقاق كما يأتي: 


قاعدة السلسلة 
أتذكّر إذا كان 09ر ()ع اقترائين تال للاشتقاقء» ناه تمكن إبجاد م عة الافتران 
5 00 
E‏ اال المُركّب: ((8)3)/ = ()(58/) باستعمال القاعدة الآتية: 


م اع + زمرت SD‏ 
حير ارم عن مدل ٤‏ 
0 لرمز يريم عن وبصيغة اخری» إذا كان: > وكان: (×)€ = لك فإن: 
ع ال م 

دعیر ]ا د إلى × dy dy du‏ و 


dy 
ين = حيث تحسّب قيمة ر اس عندما (×)8 كك لان‎ 


وبكلمات أخرى» مشتقة الاقتران المُرمّب ((:)8)/هي حاصل ضرب مشتقة الاقتران 
الخارجى f‏ عند الاقتران الداخلى (3)ع فى مشتقة الاقتران الداخلى (8)3. 
يمكن التوصل إلى النتائج الآتية عند تطبيق قاعدة السلسلة لإيجاد مشتقة اقترانات ناتجة من 
تركيب اقترانين» أحدهما اقتران مثلثي» أو اقتران أَسّي طبيعي» أو اقتران لوغاريتمي طبيعي: 
قاعدة السلسلة والاقترانات المشهورة 
إذا كان (:)ع اقترانًا قابا للاشتقاق. فإن: 


sin 8)) = = 95 (8)) X 2) csC کڪ (0)ع‎ (8)) cot (8(0) Xx £ (x) 


cos 8)) = — sin (8)) Xx £ (x) 
cot 8(9) = (0)ع) عو‎ Xx £ (x) 


8 (x) 


( 

(sec g(x)) = sec (g(#)) tan (g(%)) x )م‎ 
( 

| 800 


Rl هاج هماع‎ $s 


In 8)(( =‏ ماي »ع ج e‏ 


ماع RFs‏ هماع واع 


| 
| 
(tan e = SC 6 0) Xx £ (») 
م‎ 


أجد مشتقة كل اقتران مما يأني: 


® f(x) = cos 2x 
f(x) = cos 2x الاقتران المعطى‎ 
f(x) = ⁄ (cos 2x) = sin 2X 2 8)30( = 2× مشتقة (8)30 205» حيث:‎ 


بالتبسيط 


= -2 SN 2X 


© f=” 


2 الاقتران المعطى f(0) =e”‏ 
أتذكّر 
د 0 4 4 0 i i‏ 
q0 =e‏ مشتقة ۵ حيث: دجن = )ع (٭2 + 1) ع تاي( كان) گے = f)‏ 
f(x) = In (sin x)‏ @ 
الاقتران المعطى f(x) = In (sin x)‏ 
أتذكّر 
(nx) =‏ 4 مشفقة )قدا سيك :مت هزقات )2 ا )2 (In (sin‏ ج =( f‏ 
dx sin x dx 2‏ 
المتطابقات المثلثية النسبية COtX‏ = 
أجد مشتقة كل اقتران مما يأتى: 
a) f(x) = tan 3x b) f(x) =e c) f(x) =1n (cotx)‏ 
قاعدة سلسلة القوّة 
يُحَدٌ الاقتران المُركّبٍ الذي يكون في صورة ”((8)8) = ()/ أحد أكثر الاقترانات 
المُركّبة شيوعًاء وتّمثّل مشتقته حالة خاصة من قاعدة السلسلة: ر :ا 
القوّة chain rue)‏ owerم)»‏ حيث الاقتران الخارجي هو اقتران قوّة. 
قاعدة سلسلة القوة 
أتعلّم إذا کان 7 أيّ عدد حقیقی» وكان: (0:)ع = ا اقترانًا قابلًا للاشتقاق» فإنَّ: 
n = / 4 ٠ ٤ 7‏ 01 
س مع n(g())"" x‏ = ”)2(8 
شرط 0 72 (8)3 يصب 4 20 
اله 0 وبصيغة أخرى. فإن: 
ضروريا لضمان قابلية .1 


- (u")=nu" x 


اشتقاق "(()8). 


و 


أفكّر 
مستعيثًا بالتمثيل البياني 
اى لم اتان 
OCT‏ 
هل يعد الاقتران (0)/ 
قابلا للاشتقاق عند جميع 


الاقتران: 

f(x) = tan“ x 
والاقتران:‎ 

؟h(x)‎ = tan x 


آذ 1 
إذا كان (»)ع اقترانًا قابلًا 
للاشتقاق. فإنَ: 
0 7 
- )76( 


خد مشتقة كل اقتران مما يأتي: 


> - 0= ومر © 


بكتابة الاقتران في صورة أَسّية - #) = ودار 
es‏ 5 قم 0 رقرب دن 2 1 
e‏ بل اناه (1- )=× (1- )2=( 
dx‏ 3 
باشتقاق 1 - × 2 x‏ (1- )> = 
ال ا ل 
لصورة الجذري 2 ` 
3VxX —1‏ 


© f(x) = tan x 


f(x) = tan” x = (tan x)’ بإعادة كتابة الاقتران المعطى‎ 

f’ (x) = 4 (tan x)? x 4 (tan x) قاعدة سلسلة القوَّة‎ 

- 4 لم0‎ x x sec x †41 × باشتقاق‎ 

© f =Vnzx 

f(x) = vIn x = (In x)“ بكتابة الاقتران في صورة أَسّية‎ 

5 5 اپ d‏ ج 1 / 

قاعدة سلسلة القرّة )» x (In‏ سمج - ) '/ 
باشتقاق × "1 (n) x‏ 2 
الصورة الجذرية ا 

2x7 1n x 


أجد مشتقة كل اقتران مما يأتي: 


"دمل = وما ك x‏ 5 ل = b) f(x)‏ 6-17 - وار (ه 


الاستعمال المتكزّر لقاعدة السلسلة 


أحتاج أحيانًا إلى استعمال قاعدة السلسلة أكثر من مَرَّة 


لإيجاد المشتقة. فمثلاء إذا كان )12 = × ,(36)ع = 1 ,(/1)/ = ل 


حيث وګ و/ اقترانات» كل منها قابل للاشتقاق فى مجاله؛ فإنّهِ يُمكِن إيجاد مشتقة '[ بالنسبة إلى ٤‏ باستعمال قاعدة السلسلة 


5 
ا 


dy _ dy ن‎ du _ dy ن‎ du ن‎ dx 


E 


أجد مشتقة كل اقتران مما يأتي: 


الاقتران المعط 
مشتقة 50م حيث : :43 ٥8€‏ = ()8 


مشتقة (8)3 ©5©» حيث: ×4 = (8)3 


بالتبسيط 


الاقتران المعط 


مشتقة (8)3 5112» حيث: 


g(x) = tan ¥37 +4 


مشتقة (8)3 ١4ء‏ حيث: 


£(%) =¥ 3 +4 


وو 
اة 1-4 3 فى رة أشية 


01 du 


® 06 - - 4x 
e 


/ __ sc 4x d 
FOOSE Xx 7 (csc 4X) 


CSC 4X 


=e 7-056 436 x COt 4X xX (4x) 


CSC 4X 


= 6 csc 4X COt 4X 


@ f(x) = sin (tan 3# +4 ) 


f(x) = sin (tan 3 + 4) 


f‘ (*) = cos (tan 3% +4) x (tan 3 + 4 ( 


= 95 (tan 3% + 4) 4 sec ¥ 37 + 4 4 > (3+ 4( 


1 
= 95 (tan 32 4) x% Sec (3744 x 31 (3x + 4)2 


قاعدة سلسلة القوَّة 


اشاق 4د 3 


الصورة الجذرية» والتبسيط 


= cos(tan ¥ 3x + 4 ( xsec ¥ 3% + 4 X (3 +4) x (3 + 4( 


= cos صها)‎ 1/32 + 4 ( x sec? ¥3 + 4 x (+ A) HO 


3x cos (tan V3 + 4) x sec (3x + 4 
۷ 3% +4 


أجد مشتقة كل اقتران مما يأتي: 


a) f(x) = cos (7# + 6% —-1) b) f) = )2 + تم)‎ + 0“ 


أفكر 
هل يُمكِن إيجاد مشتقة 
الاقتران: 
f(x) = e” sin 4x‏ 
بطريقة أخرى؟ 


قواعد الاشتقاق الآساسية» وقاعدة السلسلة 


لإيجاد مشتقة اقتران في بعض الحالات» أحتاج إلى تطبيق قواعد الاشتقاق الأساسية» مثل: 
مشتقة المجموع» ومشتقة الفرق» ومشتقة الضرب» ومشتقة القسمة» ومضاعفات الاقتران» 
إضافة إلى تظبيق قاغدة السلسلة, 


e 0 8‏ فى 0.28 - T‏ 
أجد ميل المماس لمنحنى الاقتران: :43 5111 2 مح (:3) عندما م- = 


f) =e” sin 4x الاقتران المعطى‎ 

ES O xs d , -02x e uk 

f(x) =e * — (sin 4x) + sin 4-6 5 قاعدة مشتقة الضرب‎ 
dx dx 

= 5725م‎ x 4 cos 4x + sin 4x x —0.2€ ^ * قاعدة السلسلة‎ 

= 4e "2 cos 4x - 0.26 "2 sin 4X بإعادة كتابة الاقتران‎ 

f 0 = 4¢ "® cos 4) 0.20 ° sin 40 x= e. 


- 0.2 7 5 


أجد ميل العمودي على المماس لمنحنى الاقتران: ا = ()/ عندما 0 = . 
الاقتران المعطى ( 1 ) = ومر 
XxX +3‏ 
ا ت القكة 3-1 0 3-1 _- / 
NL‏ ا >( )2= ۶)9 
قاعدة مشتقة القسمة e) ١‏ في ڪا ¢( ( ١ Xx‏ ڪا ( 2- 
معلومة )3+ (x‏ 2+3 
کا 50 )2-29 _ 
التاريخية إلى أن العالم 00 3(7 + ثم 
المسلم ثابت بن قرة هو راسد سن لظا op‏ 
من مهد لعلم التفاضل (3+ (0)) 
E 55 Es‏ 
الثالث المجرى. ا 3 27 


إذنء ميل المماس لمنحنى الاقتران (0)#عندما 0 - :د هو: ك . ومنه إن ميل العمودي على 
المماس عندما 0 =× هو: = . 
) أجد ميل المماس لمنحنى الاقتران:  +1(*‏ - #) *(1+ ×2) = (3)عندما 1 = ×. 


0 COS Fr يه الخ‎ ً 


© مثال 5 : من الحياة 
أعمال: طرحت إحدى الشركات مُنتجَا جديدًا في الأسواق» ثم 
رصدت عدد القطع المّبيعة منذ طرحه. 


f 20‏ 250000 
اذا مثا الاقتران: 0 ٤<‏ د (ن)ل/ عاد الم 
(2r+1)‏ 9 د القطع 


و 
المّبيعة منذ طرحه. حيث ‏ الزمن بالأسابيع» فأجيب عن السؤالين الآتيين تباعًا: 


أجد مُعدَّل تير عدد القطع المَبيعة بالنسبة إلى الزمن. 


أجد :N/)8(‏ 
2 
الاقتران المعطى عد = N(‏ 
d‏ ك 2_2 2d‏ 
قاعدة مشىتقة الق¿ 1 + 2£) N'() = (2f + 1) q; (2500007 (-)2500001( a;‏ 
“15 +غ2)) 
قاعدتا مشتقة اقتراتد 2 × (1 + 2)2 2 250000)-2 500000) ”(1 +2) _ 
القوّةء ومشتقة السلسلة “1 t+‏ 
2 2 
بالتبسيط )1 +1000000177)21)-7 500000( )1 + (2f‏ _ 
+1 +غ2) 
اا ال 28- (1 +غ2)) )2 1)(500000 +2( _ 
ا ي )2+1( 
بقسمة البسط والمقام على (1 + 21) 5 
أجد (52) N‏ مُفسّرًّا معنى الناتج. 
أجد (17')52: 
Ns‏ کک = N'(9‏ 
(52) 500000 , 
بتعويض 52 ٤=‏ )52( 500000 د (g2)‏ 
نيك )1+ )2(52( د 
باستعمال الآلة الحاسبة يه 


إذنء 22 = (52) ۷ وهذا يعني أن إجمالي عدد القطع المبيعة من المُنتّج يزداد بمُعدّل 
2 قطعة لكل أسبوع بعد مرور 52 أسبوعًا على طرح المُنتح في الأسواق. 
تحب هة دل الخدمة لكين الات بالدار امال اران 

ج 801 = (×)17» حيث × عدد القطع المبيعة من المُنتّج: 


٩‏ أجد معدل تير قيمة بدل الخدمة بالنسبة إلى عدد القطع المَبيعة من المُنتّج. 


ط) أجد (17')20» مُفْسُرًا معنى الناتج. 


و 


أفكّر 
سان مت رط أن كارن 
aI‏ ا ESAS‏ 
عند التعامل مع الاقتران: 
E) —‏ 


مشتقة ^ ۾ 


تعلّدْتٌ سابقًا كيف أجد مشتقة الاقتران لأسي الطبيعي: © - ۴)9 ولك كيف يمكنني 
إيجاد مشتقة الاقتران: 47 = (×) حيث ۵ عدد حقيقي موجب؟ 

يمكن استعمال خصائص اللوغاريتمات لكتابة "4 بدلالة '©» حيث 4 عدد حقيقي موجب» 
و1 كمايأتي: 


XxX 
a = ° الخصائص الأساسية فى اللوغاريتمات‎ 
a = فانوق القوة فى الاو ایبات “ع‎ 


يمكن إيجاد مشتقة “© باستعمال قاعدة السلسلة كما يأتي: 


01 xX d xIina Haa 
— (A4 (= — € 4 مشتقه‎ 
dx ) u ) 
In ا‎ 
= 76م‎ xlIna (نداع‎ = × 1١ © مشتقة ۴ » حيث:‎ 
36 xlina عر‎ 
=a xlna € “=4 


إذن» © ما × “م = (۾) ک. 
باعل ما سق تمن إيجاذ يقوف 70و حت (0)ث اران قابل للاشتقاق عند × كما يأتي: 


ات 0 وه a‏ 


إذا كان © عددًا حقيقيًا موجبّاء و1 # © وكان (8)3 اقترانًا قابا للاشتقاق» فإنْ: 


8) 


^“ ( = a لك ر( ^ 6 0[ »ا‎ 2 x20) 


أجد مشتقة كل اقتران مما يأتى: 
ل 


f(x) = 8” 


f(x) = (In 8)8 (5) = (51n 8)8 


الاقتران المعط 


a 8 


Mx 


Inb 


أتذكّر 


log x — 


0f =6‏ 
الاقتران المعطى “6د وار 


مشتقة كيج 6 )6 صاع2) = (In 6(6* (2x)‏ = ون '/ 


2 علد م تت f)«(‏ (6 
الاقتران المعطى “2 + f(0) = e”‏ 


فة ع حريك7 :31 =2 


(x) = 36 + (31n 2‏ 
ومشتقة 50©, وقاعدة مشتقة | لمجموع E‏ 36> كر 


أجد مشتقة كل اقتران مما يأتي: 


aR b) f(x) =6 ك‎ f) =e” + 4* 


log , g(x) e eos de 


لإيجاد مشتقة ×, 10ء حيث © عدد حقيقي موجب» و1 + 4» أستعمل صيغة تغيير الأساس 
في اللوغاريتمات لكتابة × , 105 بدلالة اللوغاريتم الطبيعي» ثم أجد المشتقة كما يأتي: 


In x 3 e 
تخب الاس ڪڪ‎ 
log „x عة تغيير اا سان‎ 
d d {(Inx 
33 باجا | ال تت اص جه‎ 
dx (log, x) > E) بیج د‎ 
1 d e ٣ 


مشتقة الاقتران اللوغاريتمى الطبيع 


أتذكّر 
عند التعامل مع الاقتران 
f(x) - 105, 8)‏ 
فإن 0 < (×)£. 


الاعتيادي ع من 
دون اسان ا إن 


ااا 10 


بناءً على ما سبق» يمكن إيجاد مشتقة (×)ع ,10ء حيث (×)ع اقتران قابل للاشتقاق» 
كباياتي: 


log „g(x) .دوه وه‎ oh 


إذاكات ماعذة) ارجا و ] عه .وكاة نوغ اقدرانا قابلة ااكقتفا ق 


جك = )809 (og,‏ لج = (og,#)‏ يي 
أجد مشتقة كل اقتران مما يأتي: 
cosx‏ 105 ع f(x)‏ ® 
الاقتران المعطى f(x) =log cos x‏ 


—sin X 


f )»( = (in10) cos x log ,g(») مشتقة‎ 


المعظائقات النسة 2ے 
In 10 :‏ 


(خ ).ييه - هر © 


قانون القسمة في 5 

اللوغاريتمات (1-) رعه1- مدر هما - [ 2 )رهما - ونال 
مشتقة (8)3 , 10ء 1 2 P=‏ 
وقاعدة مشتقة الطرح (1-:2) (ln2)‏ © (2صل) 

بالتبسيط كه 2 - 


(n2) (r -1)‏ *«(2صل) ` 
أجد مشتقة كل اقتران مما يأني: 


a) f(x) =logsecx b) f(x) =log, (7 + 3 


نان سر 
ال ا 


اث .من وم المعادلات الو 1 لية 


بين الشكل المجاور الجُسَيّم 7 الذي يتحرّك ‏ (0)ع,0)) - 
على المنحنى € لحظة مروره بالنقطة (¥ ,×). 


(x,y) 


اظ أذ المح 6 لايخمّق الختبار الخط 
الرأسي؛ لذا لايُمكِن إيجاد علاقة واحدة فقط 
في صورة (3)/ = /[تربط جميع قِيّم ‏ بقِيّم [ المُناظرة لها على المنحنى. ولكنء يمكن كتابة 
كل من الإنعداتى غذ والإتحداتي'زفي صورة اقتران بالنسبة إلى الزمن 2 كما يأتي: 


X 


x=h(), y= &() 


ل هذان الاقترانان محا معادلة وسيطية (07 21 rame) eu‏ aم)‏ للمنحنى »٥‏ 
ويُسمّى ا المُتغيّر الوسيط (1عاء0ة:ةم)؛ rE‏ رفي أ أخرى 
للمتغير /[. وعند تمثيل الأزواج المُرتّبة ( ,:3) في المستوى الإحداثي, ينتج تج المنحنى (). 


کن تحديد قِيّم المتغير ٤‏ عن طريق فترة تى مى 12077064 +(parametric domain)‏ 
لأنّ النقاط على المنحنى قد تتكرّر بعد هذه الفترة. 


رقع 1 1,2 )8 -[ , )2-7 
22-2 ر م لل مجه 
مجال الوسيط مغادلة وة 

ين الشكل المحاون متحي المعادلة الوضييطية: J‏ 


X = 3 205 f, J =2 sin 21, 0 > 1 > 27‏ 
X‏ 
و a 5 5 5 dy‏ 
يمكن إيجاد + لهذه المعادلة الوسيطية» بإيجاد مشتقة 
كل من × ول( بالنسبة إلى الوسيط ٤‏ أوّلاء ثم استعمال 


قاعدة السلسلة على النحو الآتي: 


بإيجاد مشعقة ب بالنسة إلى المتخير sin f ٤‏ 3 = 4 
dy 2 5 5‏ 

بإيجاد مشتقة J‏ بالنسبة إلى المتغير 1 1 005 4 ح رن 
dy dy dx‏ 


بامعمال قافدة السلملة 


بقسمة طرفي المعادلة على تك » حيث: £0 ar‏ شرن 
dx dx‏ 
dt‏ 

ا كع فد اده 1ه 21 005 4 _ 

TT r COS 2f, = 3 5111 1 بتعويض‎ 


بناةٌ على ما سبقء يُمكن إيجاد مشتقة أي معادلة وسيطية كما يأتي: 


مفقوم أساسى مشتقة المعادلة الوسيطية 


إذا كان 1 وچ اقترانين قابلين للاشتقاق عند ٤ء‏ وكان ۸)9 = تن و(م)ع = ن فان 


0 
dy _ dt 
E +0 


is 5 8 5‏ 0 
أجد معادلة مماس منحنى المعادلة الوسيطية الآتية عندما 7 


2 > 1 > 0 ] 205 3 ح بل[ 5121 2 -31 


الخطوة 1: أجد ميل المماس عندما © = 


بإ مجاد مشتقة 6« بالسة إلى المتعر £ وم 2 = 4 
ا و2 : dy‏ 
بإيجاد مشتقة /[ بالنسبة إلى المتغير 1 qz B3sint‏ 
4 5 
0 
مشتقة المعادلة الو 1 سيطية 2 
dt‏ 
کے 5 5 _ sin f dy 5 dx‏ 3— _- 
اتذكر بتعويض 1 005 2 = ر ,1 512 3- - وي DÖ eo‏ = 
مالقا ال 2 3 
يُستعمّل الرمز: ي ا المتطابقات النسبية tant‏ > — = 
تع ف الدع کڪ م چ 
بتعويض | بصم 00 


بإيجاد الناتج 


أتذكّر 
أستعمل الحقيقة الآنية: 


. الخطوة 2: أجد × ور عندما دع 


ا n‏ 
بتعويض > = 1 ا 2 
3 0 
aR‏ حت = حك ونون 3 = J‏ 
وین 4 1/2 
إذن 3 دير دعر 
اكد بر بك 
V2 `‏ 12 
الخطوة 3: أجد معادلة المماس. 
معادلة | لمستقيم ب بصيغة الميل ونقطة J-J = M(x — x,‏ 
مف کک کک و ا 
يه E‏ "الل J-2) = 2) 7 ET‏ 


بإعادة كتابة المعادلة 


¥ 
,ا الدعم البياني 

* 
بين الشكل المجاور التمثيل البياني لمنحنى 
المعادلة الوسيطية: 4 605 3 = J‏ ,ا طذة 2= ين 
حيث: 217 > 1 > 0» ومماس المنحنى عند النقطة 
ا 0 
e‏ 
يمكن تمثيل المعادلة الوسيطية باستعمال برمجية 
جيوجبراء عن طريق كتابة الصيغة الآتية في شريط الإدخال» ثم الضغط على © 


curve (2 sin f, 3 COS f, f, 0, 27) 


1 ٠ اك‎ 5 5 5 ٠ « 0 
31- 8©© 1 yJy=tanlt, << 


| تدرب وأَحُْل المسائل 


أجد مشتقة كل اقتران مما يأني: 
f= 50" @ £) = cos 3-4)‏ © 
tan}‏ - 0)/ © ل- 0 
“دم - مر © ر(كتنا)س - مر © 
8x © 0=‏ + 7= ()/ @ 
log, x SÎR‏ 10 
O00 Or)‏ 


0 f(x) = ”م‎ + sin (e) © f(x) = tan” (sec (cos x%)) 


أجد معادلة المماس لكل اقتران مما يأتي عند قيمة × المعطاة: 
f(0) =x + cos2x,x = 0‏ @ 
sy, 2-3‏ ال = r‏ @ 


© 1= 
© ı0 - 10e 

@ f) - 3::- 5 cos ) >“ 
O /0 = sin fx + sin x 
@ f(0) =2 cos rx 


©9 f) = log, (1 + xIn x) 


© /)0 - "م4‎ ,x=-2 


@ =2 ,x=0 


© إذاكان: (()ع) = (د)ف وکان: 6 = (5) "ع ,2- = (5)ع ,3 = (5) 4,۳ = (2-) 8,٣‏ = (2-) فأجد 


.4/5( 


î إذاكان:‎ © 


= )ئ فأتبت أنَّ 550 


1 
| + 10) 


بكتيريا: ل الاقتران: ٥"‏ = (4)4 عدد الخلايا البكتيرية بعد ٤‏ ساعة في مجتمع بكتيري: 


© أجد مُعدّل نمو المجتمع بعد 3 ساعات بدلالة الثابت .١‏ 


© إذا كان مُعدَّل نمو المجتمع بعد ) ساعة هو 0.2 خلية لكل ساعة» فما قيمة ) 


بدلالة الثابت 77؟ 


أجد المشتقة العليا المطلوبة في كل ممّا يأني: 
",دوم = 0 @ 8) “,زا + f) = cos (2x‏ @ ”,مه - f‏ @ 


© إذا كان الاقتران: *”*6 = بن فأجد ميل مماس منحنى الاقتران عند النقطة (1 ,0). 


©®©€ مواد مُشعة: يُمكن نمذجة الكمية 4 (بالغرام) المتبقية من عة كتلتها الابتدائية ع 20 من 


140/ 57 2 3 
عنصر البلوتونيوم بعدء يومًا باستعمال الاقتران: ‏ "( )20 = 4)2. أجد مُعدّل تحلّل 


زنبرك: تتحرّك كرة مُعلّقة بزنبرك إلى الأعلى وإلى الأسفلء ويُحدّد الاقتران: 2.44 5112 0.1 = (5)4 موقع الكرة عند أي 
© أجد السرعة المتجهة للكرة عندما 1 .٤=‏ 
© أجد موقع الكرة عندما تكون سرعتها صفرًا. 
© أجد موقع الكرة عندما يكون تسارعها صفرًا. 
أجد معادلة المماس لمنحنى كل معادلة وسيطية مما يأتى عند النقطة المُحدّدة بقيمة ٤‏ المعطاة: 
1- = ,2-4 در كدير © x=t+2,y=f-1,t=1‏ © 


5 T 2 7 
@ 1 - +- ومه - 1 - نر مزه‎ :, : © x= sec t—1l,y= tant, t= — 7 


© يعطى منحنى بالمعادلة الوسيطية: 2 605 - 2)1 = ۷ ٤(,‏ ذه - 2)٤‏ = ب حيث: 27 > > 0. أثبت أن ميل 


المماس وميل العمودي على المماس لمنحنى هذه العلاقة عندما م ٤=‏ هما: ۷2+ 1ء و1/2- 1 على الترتيب. 


يي الشكل المجاور منحنبي الاقترانين (:3)/ و (8)30. إذا كان: 


5 
3 


((:8)3)/ = (×)۸ وكان: ((:8)6)3 = (×)م فأجد گلا مما يأتي: 


© 700 © r) 


ميات اتشكيرالديا ملي 


تبرير: إذا كان الاقتران: (1 + ×ه) 112 = ل» حيث 6 وط ثابتان موجبان» وكان ميل المماس لمنحنى الاقتران عند النقطة 
و 
5 هو 1» فأجيب عن السؤالين الآتيين تباعًا: 
© أثبت أنَّ الإحداثي × للنقطة 8 أقل من 1 
© أجد إحدائبي النقطة التي يكون عندها ميل المماس ج علمًا بأنَّ2 هي النقطة (2 ,0)ء ثم أَبرّر إجابتي. 
تبرير: يعطى منحنى بالمعادلة الوسيطية: 24 = ل , *4 = : 
i Ak 5 03 5 dy 03‏ 2 
© أجد ر بدلالة . © أجد معادلة العمودي على مهاس المتحتى غتل النقطة 20 , *4): 


2 0 7 
© أثبت أن مساحة المثلث المُكوّن من العمودي على المماس» والمحورين الإحداثيين» هي “22 + 2) 1| -. 


¢ ([كه ةٌ سراي 


٠ 
4 


2 
© y=e sin x COS x 


تخد ن الشكل المجاور معحى المعادلة الوسيطية: 
27 >1 > 0 ( 51231 -/ز x=sin 2f,‏ 
© إذا كان مماس منحنى المعادلة أفقيًا عند النقطة 4 الواقعة في الربع الأوّلء 
فأجد إحداثيي ۸. 
© إذا كان مماس المنحنى موازيًا للمحور ل عند النقطة 8 فأجد إحداثيي 8. 


© إذامَرٌ فرعان من المنحنى بنقطة الأصل كما هو مُوصح في الشكل» فأجد ميل المماس لكل منهما عند هذه النقطة. 


تبرير: يُمثْل الاقتران: 0 ٤<‏ ,(1.9 +24 *4) 12 = (5)4 موقع جُسَيْم يتحرّك في مسار مستقيم» حيث 5 الموقع 
بالأمتارء و٤‏ الزمن بالثواني: 

© أجد سرعة الجْسَيْم المتجهة وتسارعه بعد ثانية. 

© أجد موقع الجُسَيْم وتسارعه عندما تكون سرعته صفرًا. 

© منى يعود الجُسَيْم إلى موقعه الابتدائي؟ 


فكرة الدرس 


يقود سائق سيارته في اتجاه لافتة على طريق سريع كما 


الاشتقاق 


Implicit Differentiation 


إيجاد مشتقات العلاقات الضمنية. 


العلاقة الضمنية» الاشتقاق الضمنى» الاشتقاق اللوغاريتمى. 


في الشكل المجاور. إذا كانت 0 زاوية رؤية السائق 
للافتة» و × المسافة بينه وبين اللافتة بالأمتار» وكانت 


العلاقة التي تربط 0 ب× هي: =0 «tan‏ 1 00 
فما یال قد 6 با ا 


العلاقة اد نية 9 مه وم وة وه 1 
جميع الاقترانات التي درست مشتقاتها حتى الآن هي اقترانات تكتب في صورة (:)/ = /[ 


بوجه عام؛ أي إِنَّهِ يُمكِن فيها التعبير عن مُتغْيّر صراحة بدلالة مُتغيّر آخر مثل الاقترانات الآتية: 


J=¥# -8x, کل‎ 0 y=Nx-1 


XxX +9 


ا اوا و وو ر 
يصعب (أو لا يمكن) كتابتها بصورة صريحة كما ر 
يأتي: (3)/ = ل لأنها حقيقة تحوي داخلها أكثر من 
اقتران. فمثلاء تتكوّن المعادلة 0 = 9×7 - ر + ن 
من ثلاثة اقترانات» هي : و درل كما في الشكل 
المجاور. ولكن» لا يمكن كتابة هذه الاقترانات 
بصورة صريحة؛ لذا تمثل هذه المعادلة علاقة ضَمنية 


.(implicit relation) 


و كفك اد لعلافة ةرا کن - في الوقت نفسه - كتابتها في صورة 


اقتران بصورة صريحة كما يأتي: f)(‏ = بر؟ 


ألاحظ أنه لا يمكن كتابة 
المعادلة بصورة اقتران 


بشكل صريح. 


كك CA‏ ل د 5 5900 
يطلق على عملية إيجاد a‏ لعلاقة ضمنية اسم الاشتقاق الضمني «(implicit differentiation)‏ 
ويُمكن تلخيص خطوات إجرائها كما يأتي: 

7 م أسا ( الات تقاق لد 85 5 


ار اض أن معادلا عدف تر ضا ر صف اف اا اا لو قاق الس إلى ب فاده 

e 

٠‏ الخطوة1: أشتق طرفي المعادلة بالنسبة إلى > مراعيًا استعمال قاعدة السلسلة 
عند اشاق حدود تتضمن المتغير ر 

٠‏ الخطوة2: E LS‏ 0 في 


طرف المعادلة الأيسرء ا في طرف المعادلة الأيمن. 


0 : 30 
ل الخطوة 3: أخرج ب عاملا مشتركا من حدود طرف المعادلة الايسر. 


dy 2 و2‎ a 
. الخطوة 4: احل المعادلة بالنسبة إلى ر‎ ٠ 


© +7 =4 

d d ET a 
باشتقاق طرفي المعادلة بالنسبة إلى المُتغيّر × 4= أ م‎ 
4 قاعدتا مشتقة المجموع» ومشتقة الثابت 0 - رم كع وض‎ 

dx dx 1 
2x + 2y =0 قاعدتا مشتقة اقتران القوّة» ومشتقة السلسلة‎ 
0 E 
dx J dx : 


6 sin Xx + cos J = 2x — 3y 
باشتقاق طرفى المعادلة‎ 


de 1ب‎ 
„, (Sin x + cos y) = (2x 3y) + اق اة‎ 


ومشتقة الفرق 


(sin x) + 1 (cosy) = 1 )21(- 1 (3y) 


قاعدتا مشتقة اقتران القوّة» 0 
ا ر له = c08‏ 


ومشتقة السلسلة dx‏ 
بإعادة ترتيب المعادلة وم - 2 = ر sin‏ - 3 
اراب 20 اماد يفرعا 2 - (ر وتء -3) لك 
ا مشتر 6 05 — 2 = sin yJ)‏ - 06 
ءِ .. dy _ 2- 5 dy‏ 
ا dE Fy‏ 
dy 3‏ ع 
أجل -ل ما ياد 
siny‏ = ثمر5 +2 (ط 3 - + a)‏ 


أحتاج في بعض المسائل إلى استعمال قاعدتي مشتقة الضرب ومشتقة القسمة» إضافة إلى 
قاعدة السلسلة؛ لإيجاد مشتقة علاقة ضمنية. 


fw a U 
3 

1 - ترود © 
باشتقاق طرفي المعادلة بالنسبة إلى المُتغير به (0 2 = ير - س ^ 
قاعدتا مشتقة الفرق» ومشتقة الثاب- رت 2 3 
غيل مشتقة الفرق» ومشتقة بت 0 -(0-- =( 
o‏ 4 4 4 
قاغدة فة الضرت 0 - 2-77 + (ر) ديرد 
dy 5 4 A ee ET‏ 
قاعدتا مشتقة اقتران القوة» ومشتقة السلسلة 0= 2y ET‏ + 2 
بإعادة ترتيب المعادلة 2y‏ = د 2x‏ 
ا ا 2- = رق -ير) ل 
ا مستر q2 = J (= -2y‏ 

dy 2y 


ر AY ea‏ 
بحل المعادلة ل ر حك 


باشتقاق طرفي المعادلة بالنسبة إلى المتغير × 
قاعدة مشتقة الضرب 

قاعدة السلسلة 

باستعمال خاصية التوزيع 

بإعادة ترتيب المعادلة 

بإخراج ۳ عاملا مشتركًا 


8 عا dy‏ 
بحل المعادلة ل ين 


) = “مرح‎ sin x + :دوم‎ (2y) 


@ sin (x+y) ترح‎ cosx 


_َ (sin (x + y)) = -ِ (y cos x) 


0 _ 204 d r2 
يو‎ Sin (x +) = يرو‎ (COS xX) + 605 ند‎ (Y) 


cos (Xx + Jy) 1+ 


cos (Xx + y) + cos (x+y) = ر‎ sin x + 2y cos ل يد‎ 
dx dx 

dy dy 2 
cos (x FY) بي‎ 2y cos x= —y زو‎ Xx — cos (Xx + y) 


4 (cos (x + y) —2y cos xX) = #ر-‎ sin x— COS ) + 7) 


dy _ -y sin x — :)ومع‎ + 7) 
dx  cos(x + y) - 2ycosx 


أخطاء شائعة 


يخطى بعض الطلبة عند إيجاد مشتقة: (( + 3) ١1ء)ء‏ وذلك بإيجاد مشتقة الاقتران المثلثي من دون 


إيجاد مشتقة الزاوية» باستعمال قاعدة السلسلة كما يأتى: (sin = NT‏ ^ 


باشتقاق طرفى المعادلة بالنسبة إلى المتغير × 


قاغدتا مشعقة القسمة»ومشعقة السلسلة 
قاعدة مشتقة اقتران القوَّة 
باستعمال خاصية التوزيع 
بالتبسيط 
RRS‏ 
dx‏ 


بالتبسيط 


23-1 dx 
© ر‎ ` x+1 

d, 2 d کے‎ [ 

ET 


dy _(x+1&(x-1)-(x-1) (+1) 


2 
dx (x+1) 
dy (x+1)(1)- (x<—-1)(0) 
2 ت‎ 
a (x+1)ُ 
dy _ 2+1-+1 
dx (+1) 
d2 
dx («+1 
dy 3 


dx 2y(x+1 


1 
yJ(x+1) 


و 


أفكّر 


: 24 
هل يُمكِن إيجاد ‏ في 
الفرع الثالث من المثال 


و 
بطريقة أخرى؟ 


آذ 1 
یکن إيجاد اليل 
عن ال 2 اللي 
ال ا 
الطرفين مباشرة» ثم حل 
الماد الك , 
dx‏ 


| إذن» ميل المماس لمنحنى العلاقة عند النقطة (1 ,1) هو: 


أجد ل لكل مما یا 
32-1 ره 3 3 2 
ك2 9 1+ b) tan (x - y) = 2xy‏ 8ح برج a) 3x‏ 


ميل المماس لمنحنى علاقة ضمنية 


نکن إيجادهيل الماش لمتحي عاؤانة فا عد أي فة قن المساولة و داك باجا 
لي أرَلّاء ثم تعويض قيمتي × وار للنقطة المطلوب إيجاد قيمة الميل عندها. 

أجد ميل مماس منحنى العلاقة: 2 - ل + ند = بر و[ “© عند النقطة (1 ,1). 

dy أحد‎ 8 J| 

لخطوة1: أجد ر . 


باشتقاق طرفي المعادلة بالنسبة 4 _ d , 2x‏ 
(2حترع ») =( قاين 


إلى المتغيّر به 
قواعد مشتقات المجموع» 1 1 4 _ 2 4 0 2x‏ 
ارت سو كر 6 سر صا hy)‏ يو € 
قواعد مشتقات الاقتران الأسي الطبيعيء والاقتران 2 1 د روا ر 
اللوغاريتمى الطببعي: والقوّةة والسلسلة لو ل سن ند مل 
2x d 01‏ 
Jy 2x 2‏ 0 6 
بإعادة المعادلة 21 کے و 
عادر ب المبعاد “رصا 1-26 ا 
dy ¢ 2% dy‏ 
پاراج س عامل مشتركا -1-(1--)- 
بإخراج -- 1 “رصا 26 -1 - )1 dy‏ 
5 نك رما “26 -1 2 dy‏ 
بحل المعادلة ل © a‏ 
y‏ 
دمع و ١4‏ [4 
الخطوة 2: أجد عند النقطة (1 ,1). 
dy 1 - 21n )1(‏ 
كعريضن 1< ا2 ,_@ dalan‏ 
ا 
1 
بالتبسيط 2 ج 
1= € 


TT 


أجد ميل مماس منحنى العلاقة: ‏ = ”7 عندما4 = ند. 


الخطهة 1 أ dy‏ 
لخطوة 1: ج 


باشتقاق طرفي المعادلة بالنسبة إلى المتغير × (x)‏ = 
ل dy‏ 
مشتقتا اقتران القوّة» وقاعدة السلسلة 1= 2y‏ 


بحل المعادلة ل © = 
الخطوة 2: أجد ل عندما 4 = ند. 
عرض قيمة × في العلاقة الأصلية لإيجاد قيمة ‏ المقابلة لها: 
العلاقة الأصلية yJ =x‏ 
بتعويض 4 = × 4= J‏ 
بأخذ الجذر التربيعي لطرفي المعادلة 2+ حبر 
إذن» أجد الميل عند النقطتين: (2 ,4)» و (2- ,4): 
dy 1 dy 1‏ 
A4‏ 4 > د axl‏ 


¥ 
ا الحعم البياني 
* 


ای المجاور لمتحنی 
2 2075-7 ره نقطتين على منحنى 
ا اا دائي 1 لكل منهما4؛مايعني 
0 سسا خاصابهاءوهذايؤكد 
منطقية الحل الجبري. 


) أجد ميل مماس منحنى العلاقة: × 5[ = ”عند النقطة (1 ,©). 


) أجد ميل مماس منحنى العلاقة: (5 - ×)4 = ”(3 - /[) عندما 6 = ×. 


معادلة المماس لمنحنى علاقة ضمنية 


يُمكِن إيجاد معادلة المماس لمنحنى علاقة ضمنية بإيجاد ميله» ثم التعويض في الصورة العامة 
لمعادلة المستقيم. 

أجد معادلة المماس لمنحنى العلاقة: 7 = ”ر + لد - د عند النقطة (2 ,1-). 

dy ا‎ 8 J| 

لخطوة 1: ند 2 


باشتقاق طرفي المعادلة 0 07 
xy +1 ( - (7)‏ ان 


بالنسبة إلى المتغير × 
قواعد مشتقات المجموع» 2 0 0 7 0 
وات واف لل 0 
قواعد مشتقات القوّة) _ dy dy‏ 
الفا ا ا 
dy dy‏ 
باستعمال خاصية التو ز E RL E E‏ 
ا صية التوزيع 0 س2 + بر 2x-x‏ 
١‏ 5 44 0 
بإعادة ترتيب المعادلة y-2‏ = 2 
ا عم 2% E‏ 2( 
dx CE‏ السب 01 14 
د .. dy _ [ - 2: dy‏ 
بحل المعادلة ل © e‏ 
dy 5‏ 
الخطوة 2: أجد عند النقطة (1,2-). 
dy 2 -2)-1(‏ 
3 ف 2= 1--- الكل اك اا ڪڪ کے 
ا و (1-)-(2)2 همد اع 
بالتبسيط 5 
بالتبسي م 
ف 5 ا 4 
إذن» ميل المماس لمنحنى العلاقة عند النقطة (2 ,1-) هو: ج . 
الخطوة 3: أجد معادلة المماس عند النقطة (2 ,1-). 
معادلة المستقيم بصيغة الميل ونقطة (د - )0 = y-y,‏ 
. 4 4 
بتعويض د = 7 ,2 = ,لز ,1 = رد ((1-) - )£ =(2) دير 


1 1 14 4 
بال س = = 
العم gx eg‏ لل 


أجد معادلة المماس لمنحنى العلاقة: 7 = ر3 - ر + د عند النقطة (3 ,2). 


o II‏ .موه وو الثانية للعلاقات JI‏ . نية 


ا سس سا E‏ ك 


سے يسن الاشتقاة م لل باشتقاق 
dx‏ 


ال5 | 
43 
إذا كان: 8 = 37 - 26 فأجد 7 
1 
الخطهة 1 أ dy‏ 
لخطوة 1: چ 
باشتقاق طرفى المعادلة بالنسبة إلى المتغير × 
قواعد مشتقات المجموع. والفرق» والثابت 
قاعدتا مشتقة القوّة» والسلسلة 


AF sS ۶‏ 
بحل المعادلة ل © 


فاعدتا مشتقة القَوّة: والسلسلة 


dy _ ٭‎ ETR 
dx تخعريص ر‎ 


بالتبسيط 


30 


] أله‎ SS 


4 م2 3 d‏ 
(8) 4 = (۶رھ- ٹر 4 


d d 
(2) - a (3¥) =0 


ay _ Wk) - (RM 


dx 0» 
2 dy 
230 - x E 
2 
14 
2 2 
0 (=) 
2 
314 
ه21‎ × 


أتعلّم 
0 0 في المعادلة 
eT‏ 
بالنسبة إلى المتغير ا» 
IT‏ 
يكون ضمنيًا بالنسبة إلى 
ال د 


أتعلّم 

5 ل لدو 
يُسهّل عملية إيجاد 
المشتقة الثانية. 


2 


dy 


إذا كان: :23 = ”ر + ر فأجد 


2 


II‏ اث وه وه وم الثانية لا ادلات الو 1 لية 
تعلّمْتُ في الدرس السابق كيفية إيجاد مشتقة المعادلات الوسيطية. وسأتعلّم الآن كيف أجد 
المشتقة الثانية للمعادلات الوسيطية باستعمال الاشتقاق الضمنى. 

OS‏ المشتقة الثانية للمعادلة الوسيطية 


إذا كان :1و هاتترانين قابليق الاشتتاق عند ا و کان كل من: ۸)9 4و 8)9 ل 
20007 2 
و قابا للاشتقاق عند فإنَ: 


dy _ dıdı _ 2) عه‎ 
TE 8 00 
£ 


0 
أحد 0 للمعادلة الوسيطية الآتية عندما 1 -6: 
ع نح رس ,3 بردو 


الذ 7 
لخطوة1: أجد 7 . 


بإيجاد مشتقة × بالنسبة إلى المتغير 6 6f‏ + 31 - 4 
بإيجاد مشتقة ربالنسبة إلى المتغير 61 - 4f‏ - 4 
dy‏ 
مفظة السادلة الرسييلية _ AY‏ 
dx dx‏ 
dt‏ 
و 3 _ 4f -16t dy‏ 
بتعويض 61 + 31 - 22 ,41-161 = e‏ 
)4 — )41 
ارات الا المح ك م الط واا ل 
بإخراج العامل المشترك من البسط والمقام E)‏ 
4(t + 2)(t— 2) 0‏ 
بتحليل الفرق بين المربعير 0 
لفر بين المربعين (2 +306 


بالتبسيط (6-2) == 


تننرول عن اعمال 
الاشتقاق اللوغاريتمى 


اذ كوت الکن صر ا 


2 


dy 


؛ الخطوة2: أجد +- عندما 1 = 1. 
dx‏ 
d ,4 4 07 LIT‏ 
بإيجاد مشتقة - بالنسبة إلى المتغير ET ٤‏ )ساب 
fy‏ 
المشتقة الثانية للمعادلة الوسيطية dt a‏ _ 4¥ 
dx‏ 
di‏ 
يم - 4 
كيك 7 4ے ا 
EN _ 4 E Oa‏ 2 3 26 
6t‏ + ات 3f + 61 3(3 + 6) A‏ 
علدت 4 بذ 
حريض اكه 2 7 ls‏ 
dx 3)3 (1) +6)1((‏ 
با ےک 
27 
ات اة من ذ 6 


2 
أجد 2 للمعادلة الوسيطية الآتية عندما 2 = :٤‏ 
dx‏ 


x=3+1,y= f 2 


٢ تقاق اللوغاربة‎ UI 


$ 


أحتاج أحيانًا إلى إيجاد مشتقات اقترانات غير لوغاريتمية مُعقدة» تتضمّن ضربًاء أو قسمة» أو 
قرّى. وفي هذه الحالةء يُفضّل أن أستعمل اللوغاريتمات؛ لتبسيط هذه الاقترانات ألا ثم إيجاد 
مششانياء وسكي هذه الطريقة الاشتقاق اللوغاريتمي .logarithmic differetiati0”)‏ 
مفهوم أساسي الاشتقاق اللوغاريتمي 
يُمكِن استعمال الاشتقاق اللوغاريتمي لإيجاد مشتقة بعض الاقترانات. باتَّبا الخطوات الآنية: 
٠‏ الخطوة1: أخذاللوغاريتم الطبيعي لطرفي المعادلة: (30)/- ل ثم استعمال 
قوانين اللوغاريسات لكتابة المقادير بالصورة المطولة. 


اشتقاق المعادلة فا الس إلى 


TT TE‏ ا 
٠‏ الخطوة 3: حل المعادلة الناتجة ل ٠‏ ثم وضع (:3)/ بدلا من '[. 


أتعلّم 
ولاس 
وا في الاقتران: 
Sy‏ 
ااك الله ةا 
باستعمال اللاشتقاق 


أجد مشتقة كل اقتران مما يأنى باستعمال الاشتقاق اللوغاريتمى: 


الاقتران المعطى 
بأخذ اللوغاريتم الطبيعي لطرفي المعادلة 


قانون القوّة فى اللوغاريتمات 
باشتقاق طرفى المعادلة بالنسبة إلى المتغيّر × 


قواعد مشتقات الاقتران اللوغاريتمي الطبيعي» 
والسلسلة:»:والضرت 


dj) ea 9‏ 
بحل المعادلة ل ر 


xX 


حرا 


الاقتران المعطى 
بأخذ اللوغاريتم الطبيعي لطرفي المعادلة 


قانونا القسمة والقوّة في اللوغاريتمات 


dy 1‏ 
ع x‏ دخ صا »ا 1 ديري 


dy _ 
طلز ديق‎ x + 1) 


=x (Inx + 1( 


N 


للبت در © 


x +9 
حم‎ 
تر‎ +8 
(xD 


Vx +9 


2+ 
كت‎ X— 

XxX 
Iny=lIn 


Iny = 21n (x-1)- صاخ‎ (7 + 9( 


باشتقاق طرفى المعادلة بالنسبة 

ر فق طرفي 6 2 1 û‏ _ 4 

& (ny) = & (21n (x-1)-> 1n (F + 9)) E 

قواعد مشتقات الاقتران اللوغاريتمي 2x‏ ليوف ي1 

الطبيعي» والسلسلة» والطرح وج 2 1-ي y * dx‏ 
2 

ات xX +x+8‏ _ لك ين 1 


J “dx (-10+9) 


0 2 
| باس TT‏ 
oS‏ ب (x-17 ) +x+18 A‏ 
|| وي CST)‏ 2- 
الاقتران هو القَيّم التي 
تجعل الاقتران قابلا ا (18+ ×+ )1 حم _ 
للاشتقاق» مالم ُذگر ا )9+( 
غير ذلك. 


أجد مشتقة كل اقتران مما يأتى باستعمال الاشتقاق اللوغاريتمى 


a) y=, < 0 رط‎ y= 2-1 


x +1 


| أتدرّب وال المسائل 
(ر- )50 - “ضرم فم © - eT‏ » + © 4 - رد - 12د © 


© ر = *3 @ ددر‎ - 2, © x+y =5 
© :- 6+ @ (sin rx + cos ry)’ = 2 © + -5 
© x+y = cos )y( @ “ضرع م صا ثرح د‎ @ sin ثم - برومء د‎ - 5y 


أجد ‏ لكل مما يأنى عند القيمة المعطاة: 


O +22 =1 =1‏ دب 1و + نر © 


أجد ميل المماس لمنحنى كل علاقة ة مما يأتي عند النقطة المعطاة: 
(2,1) ,(- 4)2 - برد 9© (4- ,3) ,25 - #ر+ “د @ 
e" +™=e+1,)3,7) ©9 r +07 =5, (8,1)‏ @ 


أجد معادلة المماس لمنحنى كل علاقة ة مما يأتي عند النقطة المعطاة: 


(ê +), (1,0)‏ ساح 1- بر + + @ (4,3-) ,13 - رج بود + “د @ 


dy 5‏ 000 
أجل س مما ياتى: 
يداح لكل اياي 
=e‏ © + ود @ 1+ 6= ر4 @ x+y=siny‏ @ 
© أجد معادلة العمودي على المماس لمنحنى العلاقة: 2 = (4 + )(6 -) عند النقطة (2- ,7). 
أثبت أنَّ لمنحنى العلاقة: 6 = تمر + 27 + 3 مماسين أفقيين» ثم أجد إحداثي نقطتي التماس. 
أجد إحداثيي نقطة على المنحنى: 1 = /[ + كن بحيث يكون عندها مماس المنحنى موازيًا للمستقيم: 0 = /ز2 + ×. 


أجد إحداڈ ثيي نقطة (نقاط) على المنحنى: "بوت "لز بحيث يكون عندها مماس المنحنى عموديًا على المستقيم: 
.J/ + 32-5 > 0‏ 


4 
إذا كان: 10 = +٩‏ ے۰ حيث : 0 + برعو فأئبت أن 2 =2 
أجد إحدائبي النقطة على متحتى الاقتران: 0 < يد ,"بدح ن التي يكون عندها ميل المماس صفرًا. 


أجد إحداثيات جميع النقاط على منحنى الدائرة: 100 = ”ًر + د التي يكون عندها ميل المماس ‏ . 


© © © 6 66 
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بُمثل الاقتران: 0 =٤ ', ٤<‏ (5)4 موقع جِسَيّْم ينحرّك في مسار مستقيم» حيث 8 الموقع بالأمتارء و٤‏ الزمن بالثواني 
© أجد سرع الجُسَيّم المتجهة وتسارعه. © أجد تسارع الجُسَيْم عندما تكون سرعته المتجهة صفرًا. 


5 


01 
© إذا کان × صا = ر حيث: 0 < ب فأثبت أن = س باستعمال الاشتقاق الضمني. 
أجد مشنتقة كل من الاقترانات الآتية باستعمال الاشتقاق اللوغاريتمى: 
VX + 2‏ (1 * 5 
دل در © (3+ )= © 


2x + 22+ [ 


© =۷ +1 +2) © =×" x<0 


أجد 43 لكل معادلة وسيطية مما يآني عند قيمة ٤‏ المعطاة: 


©( x= sint,y= cost, ّا‎ ©9 x=e', y= f +t+1,t=0 


وو 
إذا كانت العلاقة: ×6 = ”ر + #. فأجيب عن السؤالين الآتيين تباعًا: 
© أجد معادلة المماس عند نقطة تقاطع منحنى المعادلة مع منحنى × = /[في الربع الأوّل. 


4 أجد إحداثيي نقطة على منحنى العلاقة في الربع الأوّل» بحيث يكون عندها مماس المنحنى أفقيًا. 


© مصباح: ين الشكل المجاور مصباحًا على ارتفاع ۸ وحدة 
الشعاع الصادر من المصباح» الذي يمس منحنى العلاقة: 


1= ر + ثبت فأجد ارتفاع المصباح ا 


موارات النیرالدایا علي 


و 
تبرير: إذا كان: 1 = ر - تيت فأجيب عن الأسئلة الأربعة الآنية تباعًا: 


ل 0 2 ر - * بالمعادلة الوسيطية: ٤‏ ۵۸ا = /[ ,1 86٥‏ = حيث: 2 > 1 > 5 -. 
أستعمل هذه الحقيقة لجح N ١‏ 


أثبت 


أن المقدارون الجبريين اللذين ميدن ۷ه الناتجين في الفرعين السابقين متكافتان» مَبررًا إجابتي. 


أجد إحداثيات النقاط التي يكون عندها ميل المماس 2 


é 6% e6 


برو إذامتل 1 ئ ساس تان الاو 6 ادر ۷ اه یت لعو مدق مربت أن متموع 


المقطع × والمقطع '[ للمستقيم / يساوي )» مُبِرّرًا إجابتي. 


تحدٌ: إذا كان مماس منحنى الاقتران: "6 = لإ عند النقطة (16 ,4) يقطع المحور × في النقطة 8 والمحور/[ في 
النقطة 0» فأجد مساحة .۸08€٥‏ حيث 0 نقطة الأصل. 


© 


اختبار نهاية الوحدة 


أختار رمز الإجابة الصحيحة في كل مما يأتي: 


© يمثل الاقتران: ٤‏ ١ء‏ + 3 = 5)8 حركة توافقية بسيطة : 
لجُسَيْم. إحدى الآنية نمثل الزمن الذي تكون عنده : 


سرعة ا لجسَيْم صفرًا: 


5 
b) =2 


d t=r 


2 إذاكان: نا = مر وكان: 


«U(1) =2, 1(1) =3, 2)1( = -1, 2)1( =1 


فان (1)' 'زتساوي: 
d) 4‏ 1ه ا 1 a)‏ : 
3 إذا كان: ل - × = )ل فان ()"رهى: 

مدن رم I‏ 

X XxX‏ ا 

: 2 2 

خ ‏ (ل0 حك (© : 

: X X 


dy < 
إذا کان: 41 ھا = ر فان 2 هو:‎ 4 
b) sec 4t tan 4t 


d) 4sec (41) 


العلاقة عند النقطة ( ۷2 ,1) هو: 


72 
d) 2 


: a) -غ‎ 0 


: FT 
05 


: a) 4sec 4f tan 4f 


١ 0 sec )48 


6 إذا کان: (3 - ×2) ع1 = () فن (0)"/رهي: 


2خ (ط ا ل 
(2x — 3) In 10 )2-3(‏ 

گے ا 
(2x — 3) In 10 )2-3(‏ 


4 إذاكان: ”2 = ل فد ميل المماس لمنحنى العلاقة 
عندما 2 = هو: 

1 1 

e b) 2 


In2 In2 
e ل‎ 


أجد مشتقة كل اقتران مما يأتي: 


D/0 - 6 (+N) @ 0= 
10 ١ /)3( - 1-2 SEC xX iD /)( 
®) - عص‎ ® f =5 


14 f(x) =10 sin 0.5x 
15 ذ) = وار‎ +3 )+ 


16١ f) “05ج ح‎ cos x 


E 8‏ اقد ان“ قال للاشتقاق عندما2 - 
4 إذاكان: 1= دد تمن فد ميل المماس أ .. © إذا كان ( )او( )ع اقترانين قابلين للاشتقاق عندما 2 = بن 


وكان: 2 = (8/)2 ,1 = (2)چ ,4- = (2) ,3 = (2) 
b) 2‏ ملعك زه : ٠‏ 


ب 


7 )/9(' )2( ® )2( )2( 


19 )3/- 4/8(' )2( 


اختبار نهاية الوحدة 


أجد المشتقة الثانية لكل اقتران مما يأتي: 


رد 


20 f(x) =x In x 


9 


کد @ = ® 


1+ VX 


أجد معادلة المماس لكل اقتران مما يأتى عند القيمة المعطاة: : 
٠‏ أجدمعادلة المماس لمنحنى كل علاقة مما يأتي عند النقطة 
: المعطاة: 


2 
24 f) =, =1 


X T 
9 0 = > 4 


26 f(x) صا ح‎ (x< + 5(, *- 0 


27 f(x) = sin x + sin 3X, X = 


عند النقطة المُحدَّدة بقيمة ٤‏ المعطاة: 
4 -غ ,2 +ع بررث دعر جع 


29 بر‎ = 4 cos f, J =3 sin f, ] - ع‎ 


و : 
إذا كان: × 112 = بل حيث: 0 < × فأجيب عن السؤالين : 


الآتبين تباعا: 
0 أجد معادلة المماس عند النقطة (0 ,1). 


[6 أجد إحداثيي النقطة التي يكون ميل المماس عندها 2. 


¢ [ه ررك سي 


2y 
2 


Xx Jy 


33 x= 


3) x×)x + y( = تمر‎ 


35١ 266 + ye =3‏ مرج ةر د مر ومع بر )4 


© أجدامعادلة العمودئ غلل الاس لمت الما : 
3 


1 


= ”ر عند النقطة (1- ,1). 


2-16 


: أجد مشتقة كل اقتران مما يأتى باستعمال الاشتقاق 


_ )+1()x-2( 
` )x-1()»+2( 


3 


37 ,X <2 8 دير‎ x", × <0 


® <+ مر بود‎ =x + 3y, (2, -1( 


40) x e =1, (1,0) 


+ ومع 


: يبين الشكل المحاور منحنيي الاقترانين: (36) ل و(3)ع. إذا 
أجد معادلة المماس لمنحنى كل معادلة وسيطية مما يأتي ٠‏ 


٠‏ كان: ()8()/- (نت)ص وكان: ا = ()0: فأجد كلا 
p(1)‏ 41 
p4)‏ 42 
)4(7 4 


44) مواد مشعة: يُمكن نمذجة الكمية ۸ (بالغرام) المتبقية 
من عة كتلتها ع 200 من عنصر مُشِعٌ بعدء يومًا 
dR‏ 


باستعمال الاقتران: '(200)0.9 = ©)2. أجد © 


غندما 2 < 


يُمثْل الاقتران: 1079) هزه ل + 10 = 5)9 موقع 
جسيم يتحرّك في مسار مستقيم» حيث ؟ الموقع 
بالسنتيمترات» وا الزمن بالثواني. أجد سرعة الحِسَيّم 
المتجهة وتسارعه بعد] ثانية. 


Applications of Differentiation 


صميو 
کک 


ما أهمية هذه 
الوحدة؟ 
اه ف الط الستتابق امعان 1 ككل 
القِيّم القصوى والمُعدّلات المرتبطة بالزمن التي يُمكن نمذجتها 
باقترانات القرّة. TT‏ سا سنن 
م N‏ 
الل الام الى الى اللات المرتبطة 9ل 
بالزمن التي يُمكن نمذجتها بأيّ اقتران» كما في حساب ا 
السرعة المتجهة والتسارع للأجسام المُتحرّكة» مثل ل 


9 


القطارات في لحظة ما من رحلاتها. ır‏ 


N 6 3 
i ا ا‎ 5 


سأتعلّم في هذه الوحدة: 


حل مسائل وتطبيقات حياتية على المُعدَّلات 
المرتبطة بالزمن. 

ا الق ال ا رال غ 
وفترات التقعّر لاقترانات مختلفة. 
ا 
القصوى. 


إيجاد مشتقات اقترانات مختلفة. 

إيجاد مشتقة ضرب اقترانين» ومشتقة 
نسمة اقترانين. 

إيجاد مشتقات اقترانات باستعمال 
قاعدة السلسلة. 


إيجاد مشتقات العلاقات الضمنية. 


5 = 
(E‏ ا لدراسة الوحدة) في الصفحتين (14 و 15) من كتاب 


ا 2010 عات قل البدء بدراسة الوحدة. ۱ 
111 1 
> د 7 


المُعدَّلات المرتبطة 
Related Rates‏ 


© 2338 حل مسائل وتطبيقات حياتية على المُعدّلات المرتبطة بالزمن. 


6ا0 تُستعمل المعادلة: = ى لحساب المساحة التقريبية لسطح جسم الإنسان» حيث ۸ طوله 
۰ بالسنتيمتر» و771 كتلته بالكيلوغرام. 
يتبع خالد حِمْية غذائية تجعله يخسر من كتلته 8 2 شهريًا. 
ما معدل النقصان في مساحة سطح جسمه عندما تصبح 
كتلته ع1 70 علمًا بأن طوله جاه 170؟ 


عند استعمال معادلة ما للربط بين كميات تتغيّر كل منها بالنسبة إلى الزمن. فإنه يُمكِن 
استعمال قاعدة السلسلة لاشتقاق هذه المعادلة بالنسبة إلى الزمن» فتنتج معادلة جديدة تربط 
بين مُعدّلات تغيّر هذه الكميات بالنسبة إلى الزمن» وتُحدَّد قيمة معدل التغيّر لأ من هذه 
الكميات في لحظة ما إذا عُلِمت مُعدّلات تغيّر الكميات الأخرىء وقِيّم الكميات جميعها في 
هذه اللحظة. 
مفهوم أساسي استراتيجية حلّ مسائل المَعدّلات المرتبطة 
1) أفهم المسألة: أقرأ المسألة جيدًاء ثم أحدّد المُتغيّر الذي أريد إيجاد مُعدّل تغيره» ومُعدّلات التغير المعطاة. 
ع 5 0 5 2 2 ع 2 س 2 2 ع 
2) أرسم فخططا: أرسم مُخططا يمثل المسألة» ثم أدون عليه المعلومات المُّهمَّة لحل المسألة» مثل: الكميات الثابتة» 
والكميات المُتغيّرة بمرور الزمن. 


٤‏ ء۶ 6 2 4 ع 7 3 و 
3) أكتب معادلة: أكتب معادلة تربط بين المُتغيّر الذي أريد إيجاد معدل تغيره والمُتغيّرات التى علمْتٌ مُعدّلات تغيّرها. 


4) أشتق بالنسبة إلى الزمن: أستعمل قاعدة السلسلة والاشتقاق الضمنى لإيجاد مشتقة طرفى المعادلة بالنسبة إلى 
الت الط 


5) أعوّض ثم أجد مُعدّل التغيّر المطلوب: أعوّض في المعادلة الناتجة جميع القيّم الا تت 
SS‏ ار سات 


أذ 1 
2 ¢ 0 عو 
الاحظ أن معدل تغير 
دار 
ل من 


1 ع وه 


مُعدّل تغيّر المساحة والحجم بالنسبة إلى الزمن 


يتطلّب حل بعض المسائل الحياتية إيجاد معدل تغيّر المساحة أو الحجم بالنسبة 
إلى الزمن» مثل تير مساحة موجات الماء الدائرية المُتكوّنة على سطح ماعند 


مَطْلٍ المطر. 


عند سقوط قطرة ماء على مس طح مائيء تتكوّن موجات 


دات رة لحد المر كن إذا كان تمت قطر إحدى الدوائر 
يزداد بمُعدّل ٥۳٣/۶‏ 3 فأجد گلا مما با 


معدل تعر محيط الدائرة عندما يكون نصف قَطْرها C1١‏ 5. 


الخطوة 1: أكتب معادلةء مُحدّدًا المعطيات والمطلوب. 


- ج 92 9 ح 2-9 r‏ 


المعادلة: أفترض أن 7 هو نصف قطر الدائرة» وأن 0 هو محيطها. ومن نَم يُمكِن 


الربط بين المتغيرين باستعمال المعادلة الآتية: 


C=2rr 


مُعدّل التغيّر المعطى: 3 - 47 


` dt 
dc 
dt 


المطلوب: ۽_, 


الخطوة 2: أشتق طرفي المعادلة بالنسبة إلى 6 ثم أعرّض. 
المعادلة 


بإيجاد مشتقة طر فى المعادلة بالنسبة إلى 1 


قاعدة السلسلة 
0 07 
بتعویض 3 - ,ري 
بالتبسيط 


0-237 


(0 = 4 )20 


4C < ATX 
dt 
= 2)3( 
= 6R 


إن بؤداة فحيظ الدائرة دل ارده 6۴ عنما بكرن تضق فطر عا دمت 5: 


معدل تعر مساحة الدائرة عندما يكون نصف قُطرها 2ده 9. 


الخطوة 1: أكتب معادلة» مُحدِّدًا المعطيات والمطلوب. 
المعادلة: أفترض أن 4 هو مساحة الدائرة. ومن ت يُمكن الربط بين 4 و٣‏ باستعمال 
المعادلة الآنية: 


معدل التغيّر المعطى: 3 _ "أ 


` dt 
dA 
المطلوب: وا‎ 


الخطوة 2: أشتق طرفي المعادلة بالنسبة إلى 6 ثم أعرّض. 


المعادلة #رجم ح كر 
EL‏ ف NAN le‏ ۶م 4 رم 4 
بإيجاد مشتقة طرفي دله ر بة إلى e)‏ ا 
قاعدة ا ا ركد 
dt‏ 01 

dA dr 
le ROC) قر د د‎ 
= 54% بالتبسيط‎ 


آذ رواد مساح الدائرة دل وا د 51۴ عندما يكرن تصق تطرها ق 9 


تنفخ ماجدة بالوئًا على شكل كرة» فيزداد حجمه بمُعدّل 012/5 80. أجد مُعدَّل زيادة نصف 
قُطْر البالون عندما يكون نصف القطر 2ك 6. 


معدل تغيّر المسافة بالنسبة إلى الزمن 


يعد إيجاد مُعدَّل تغير المسافة بين جسمين مُتحرّكين أحد التطبيقات الحياتية المُهمّة لعلم 
الفا صا ومو للك إبجاة دل تدر الما ین سارن فى اا کا 


أتعلّم 
ل 
وبر ما نشد ل فن 
E‏ 
50 


تتحرك السبّارة 4 فى اتجاه الغرب بسرعة 1472/1 80 وتتحرك السيّارة 8 فى اتجاه الشمال 
بسرعة K۳/1‏ 100 وهما تَتّجهان نحو تقاطع مروري. أجد مُعدّل تغيّر البُمْد بين السيّارتين 
عندما تكون السبّارة 4 والسيّارة 8 على بعد ك1 3و 122 0.4 (على الترتيب) من التقاطع. 
الخطوة1: أرسم ف ثم أكتب معادلة» مُحدَّدًا 
المظلوت». 

أرسم المُخطَّطء مُحَدّدًا عليه المعطيات الواردة في 
المسألة» ثم أسمّي نقطة التقاطع المروري ©. 


المعادلة: أفترض أن × هو المسافة بين ۸و €» 
واد زخو المسسافة يبن 8 و6 زا0 وهو الما ین 4ر8 وم ب کن 
الاستعانة بنظرية فيثاغورس للربط بين × ول وج باستعمال المعادلة الآتية: 


Fy 
dx _ م ا‎ 
0 = 100 معدل التغير المعطى:‎ 
02 
و د‎ 


الخطوة 2: أشتق طرفي المعادلة بالنسبة إلى 24 ڈ ا 
المعادلة 7+ N‏ 
بإيجاد مشتقة طرفي المعادلة بالنسبة إلى / | + ل( =“ 


س و 
قاغدة السلسلة والاشتقاق المت 6 _ dz‏ 


EET 
dx 1 
_ ريض 4-00-1203 2090+ )تناه‎ 
2% (0.3) + )0.4(“ y=0. 4, 7 = -0 
= 128 بالط‎ 


إن تقترب الستارفان إحداسامه الأخرى مدل رفصا 128 عندما تكو السثارة 2 
والسيّارة 8 على بعد ۸۳ 0.3 و 112 0.4 (على الترتيب) من التقاطع. 


تحرّكت السيّارة 4 والسبّارة 8 فى الوقت نفسه» ومن النقطة نفسهاء بحيث انَّجَهت السيّارة 4 


نحو الشمال بسرعة 142/13 45 وانَّجَهت السيّارة 8 نحو الشرق بسرعة 1473/13 40. أجد 
مدل كدر لحد بن السار تن بعد ساعن من ناقا 


معدل تغيّر الزاوية بالنسبة إلى الزمن 


تعلّمْتُ سابقا أن زاوية الارتفاع هي الزاوية المحصورة بين خط النظر إلى الأعلى والخط 
الأققى. وأن زاوية الانخفاض هى الزاوية المحصورة بين خط النظر إلى الأسفل والخط 
الأفقي. والآن سأتعلّم حساب مُعدّل تغيّر زاوية الارتفاع وزاوية الانخفاض بالنسبة إلى الزمن. 


© مثال 3 : من الحياة 

رصدت كاميرا مُث عند مستوى سطح الأرض لحظة إطلاق صاروخ رأسيًا إلى الأعلى» وقد 
و 

أعطِي ارتفاعه بالاقتران: 504 = (1)ء» حيث 5 الموقع بالأقدام» و٤‏ الزمن بالثواني. إذا كانت 


الكاميرا تبعد مسافة 16 2000 عن مِنّصَّة الإطلاق» فأجد مُعدَّل تغيّر زاوية ارتفاع الصاروخ بعد 
0 ثوانٍ من انطلاقه. 4 


2 
3 


01 7 ع 1 
الخطوة 1: أرسم مخططاء ثم اکتب معادلة» عد 2 رو 

ثم أحدّد المطلوب. | : 9 
5 


ETE EE Mi 0‏ 0 
إو f|‏ 2000 لقف ل 0) بي 
المعادلة: أفترض أن 0 هي زاوية ارتفاع الصاروخ» وأن5 موقع الصاروخ. ومن نَم يُمكِن 

الربط بين 5 و© باستعمال المعادلة الآنية: 


أرسم المُخطّطء ثم أحدّد عليه المعطيات 
الواردة فى المسألة. 1 


zzz 
SSS 


tan 0 = 20‏ 
مُعدّل التغيّر المعطى: بما أنَّ موقع الصاروخ هو 506 = (1) فان سرعته هي 
- كك _ 
0۲ = = (1)نا. 


00 
المطلوب: 0ك ا qr‏ 


الخطوة 2: أشتق طرفي المعادلة بالنسبة إلى ا» ثم اعرف 


المعادلة جعت 

مد = 0 tan‏ 
١ NN Ue, SB‏ م 2ت 4 
بإيجاد مشتقة طرفي المعادلة بالنسبة إلى 300 2 -(6 (tan‏ ,- 
١‏ : 0 
اعد اس يي هوة همه 


dt 2000 ` dt 


ب cos 0 ds d0‏ 00 
الجعادلة ا > ب ص 
ل 7 ar 2000 ^ ar‏ 


ا 
mnb‏ 


فكّر 
2 2 ا ۰ DE‏ 
٠ E‏ ْ 58 
جيب تمام الزاوية = 9ص 608 
Vs + )2000(“‏ 
2000 
يتغويضن 501 دع =0 cos‏ 


(50) + (2000) 


0 2000 
بتعويض 10 = ج 
)2000( + )”)50(10( ¥ 
52 كك 
باس 5 
إذن» =0 ١ه»‏ بعد 10 ثوانٍ من انطلاق الصاروخ. 
cos0 . ds ETT‏ 00 
المعادلة الناتجة من الاشتقاق 000 2 
0 
45 2 - ع _ 
بتعويض 1001 = , و =0 cos‏ 1001 لا اك 
0 
١‏ 2/298 
بتعويض 10 -<1 (100)10 x‏ لحك 
بالتبسيط كت 
29 


4 كا ا وو ع ين . 2 
إذن» معدل تغير زاوية ارتفاع الصاروخ عندما 0 ٤=‏ هو: 180/5 ور . 


أمسك ولد ببكرة خيط طائرة ورقية تُحلّقَ على ارتفاع 123 50 
فوق سطح الأرضء وتتحرّك أفقيًا بسرعة 3/5 2. أجد مُعدّل 
تغيّر الزاوية بين الخيط والمستوى الأفقي عندما يكون طول 
الخيط " 100 علمًا بأنَّ ارتفاع يد الولد عن الأرض 22 1.5 


مُعدّل التغيّر بالنسبة إلى الزمن والحركة الدائرية 


تَعلّمْتٌ سابقًا الحركة الدائرية. والآن سأتعلّم حساب مُعدَّلات تغيّر زمنية مرتبطة بهذا النوع 
من الحركة. 


و 
1 


نشئت منارة على جزيرة صغيرة» بحيث كانت على مستوى سطح البحر» وهي تبعد مسافة 10132 2 عن 
أقرب نقطة على ساحل مستقيم. إذا كان مصباح المنارة بُكول 3 دورات في الدقيقة» فأجد سرعة 
تحرّك بقعة الضوء على خط الساحل عند نقطة تبعد مسافة 1033 4 عن أقرب نقطة إلى المنارة. 


5 
4204 


الخطوة 1: أرسم مُخططاء ثم أكتب معادلة» 
مُحدّدًا المطلوب. 
أرسم المُخطّطء ثم أحدّد عليه موقع المنارة 


ا1ء وأقرب نقطة إليها على خط الساحلء وهى 
النقطة 4 التى تبعد عنها مسافة 112 2. 


المعادلة: أفترض أن بقعة الضوء 2 تبعد مسافة :دعن 4 وأنَّ8 هى الزاوية 41.8. 
ومن نَم يُمكِن الربط بين × و6 باستعمال المعادلة الآنية: 
Xx =2 tan 0‏ 


مُعدّل التغيّر المعطى: مُعدّل تغيّر الزاوية 0 بالنسبة إلى الزمن يُمثل السرعة الزاويّة. 


أستعمل معطيات السؤال لإيجاد السرعة الزاويّة كالآتى: 


أتذكّر 
السرعة الزاويّة هي قيمة 
التغير في قياس الزاوية 
بالراديان مقسومة على 
الزمن المنقضي» ويُرمّز 
إليها بالرمز ننا. 


: باس الدورةالقاننة 2۸ رهد دسي أن كل #ذوزات کال زاوية الذوراة الى فاا 


2 × 3 أو 67 راديان: 


ن 0 d0‏ 
لسرعة الزاو 
بتعويض 2012 1= 1 ,67 = 6 اتيت 
ل min‏ 1 


إذن» السرعة الزاويّة لبقعة الضوء: ف /۲۵۵ 67 = ج وهي تمل مُعدَّل التغير المعطى. 
dx‏ 


dt 


المطلوب: و 
الخطوة 2: أشتق طرفي المعادلة بالنسبة إلى »٤‏ ثم أعوّض. 
المعادلة 06 -1 


بإيجاد مشتقة طرفي المعادلة بالنسبة إلى / )0 tan‏ 2( =( 4 


قاغدة السلسلة والاتتتفاق لمن پوھد 
dt dt‏ 
أستعمل متطابقات فيثاغورس لإيجاد 0 “560 عندما 4 = ×: 
المعادلة الأصلية 06 = Xx‏ 
بتعويض 4 = × 046 -4 
بحل المعادلة ل 0 82 6-2 tan‏ 


متطابقات فيثاغورس 0 tan‏ + 1 = 0 معو 
بتعويض 2 = 0 1825 “2 +1 - 
بالبسيظ 8 
إذن» 5 =0 6 عندما 4 = ×. 
dx 2 do ۳‏ 

المعادلة النات + الاشتقا س 5--- 

دلة الناتجة من ق x‏ 0 ©2566 1 

dx 8 ٠ 
= 6007 5 نالك‎ 


| إذنء تتحرّك بقعة الضوء بمُعدّل ٩ K١ / ۳1١‏ 60 عندما تبعد مسافة 130 4 عن ۸. 


أن 1 
ترتبط سرعة المكبس 
بزاوية العمود المرفقى. 


أتذكّر 
قانون جيوب التمام هو 
أضلاع المثلث وقياس 
إحدى زوایاه» ويستفاد 
ف ل العلاقة في 0 
ا 


قانون جيوب التمام: 


b =a +c —-2ac وم‎ 0 


وو 
أنشئت منارة على جزيرة صغيرة» بحيث كانت على مستوى سطح البحر» وهي تبعد مسافة 1012 3 
عن أقرب نقطة على ساحل مستقيم. إذا كان مصباح المنارة كول 4 دورات في الدقيقة» فأجد 


و 


سرعة تحرّك بقعة الضوء على خط الساحل عندما تبعد مسافة 1١‏ 1 عن أقرب نقطة إلى المنارة. 


مُعدّل التغيّر بالنسبة إلى الزمن وميكانيكا الحركة 


يستعمل المهندسون الميكانيكيون الاشتقاق بالنسبة إلى الزمن لحساب سرعة أجزاء مُتحرّكة 
داخل الآلات. 


ين الشكا الآتي مُحرّك سيارة يحتوي على ذراع توصيل طولها 27111 وهي مُثبّتة بعمود 
مرفقى طوله 1١‏ 3. إذا دار العمود المرفقى عكس اتجاه دوران عقارب الساعة 200 دورة فى 
الدقيقة» فما سرعة المكبس عندما < = 0؟ 


العمود المرفقي 
(عمود الكرنك) 


المكبس 


5 
2 


الخطوة 1: أرسم مُخططاء ثم أكتب معادلة ثم 
احدة المطلوب: 

أرسم مثلثاء ثم أحدّد عليه المعطيات الواردة في 

المسألة. 


المعادلة: أفترض أنَّ :اهو المسافة بين المكبس ورأس العمود المرفقي. ومن نَمَو يُمكن 
الاستعانة بقانون جيوب التمام للربط بين × و باستعمال المعادلة الآتية: 


7 =3 + £ - 6)x( cos 0 


١‏ مُعدَّل التغيّر المعطى: بما أن مُعدّل تغيّر الزاوية 0 بالنسبة إلى الزمن يُمكّل السرعة الزاويّة 


فإنّهيُمكِن إيجاد السرعة الزاويّة من معطيات السؤال كالآتي: 


قياس الدورة الكاملة 27» وهذا يعني أن كل 200 دورة تقابل زاوية الدوران التي قياسها 
2 × 200 أو 4007 راديان: 


السرعة الزاويّة 3 w=‏ = 
بتعويض 20152 1 - 1 ,67 = 6 _- 
إذن» معدل التغيّر المعطى هو: 1320/1011 4007 = 47 : 
المطلوب: 0-2 4 
الخطوة 2: أشتق طرفي المعادلة بالنسبة إلى ۴» ثم أعرّض. 
المعادلة 0م 66 — ¥ + 9= 49 
oe‏ (0 ومع ٣ (9 + x - 6x‏ = )49( 
اون نت كر +6x sin —6 cos‏ يي 0 
dt dt dt‏ 


مشتقة الضرب 
بإعادة ترتيب المعادلة» وإخراج ك عاملا 0000 0 6x sin‏ = ت (2- 0 cos‏ 6( 


٤ 00 
dx 6x sin 0 ا‎ ê ت‎ 

بحل المعادلة ل 
dt 6cos0—2x dt‏ 


و 
ع 


أعوّض 2 = 0 في المعادلة الأصلية لإيجاد قيمة ×: 


49 = 9 + x - 6x cos 0 المعادلة‎ 
49 = 9 + - 6X COS 0 = بتعويض ج‎ 

5 1 2 
بالتبسيط (ج)ءة - x‏ +9 - 49 
بإعادة ترتيب المعادلة 0 -40 -3%- ¥ 
بتحليل العبارة التربيعية 0= (5 + (x - 8()x‏ 
خاصية الضرب الصفري 0 - 5+ or‏ 1-8-0 


بحل كل ا 5 Or X=‏ 1-8 


| بما أن يعبر عن مسافةء فإذّني أختار الحلّ الموجب» وهو 8 = *: 


: do 
0) 
a الماد العاتية من الكشتفاق 0 سنس‎ 
dt 6 cos 6 - 2x 
6(8) sin 5 (4007 
0 0-5 بتعويض 8 = × ,4007 - 46 , 0 لشن داك‎ 9 
وا‎ 6 cos 2- 2(8) أتعلم‎ 
اغا‎ 
96007 7/3 ال‎ 
-13 الف وهنا يعن ان 7د‎ 
باستعمال الالة الحاسبة 8- بح‎ 


اڏت سرعة المكسن عندما 2 = 6 هي: 1/22 4018 في اتجاه اليسار. 
هندسة ميكانيكية: يُبيّن الشكل المجاور 
ل د 
وإحداثيات نهايتيها (0 ,×) و (/[,0). 
ويُمثل الاقتران: صنو = )ند 
موقع طرف الذراع على المحور نك حيث 
٤‏ الزمن بالثواني 


2) أجد أعلى نقطة على المحور/[يصلها طرف الذراع. 


) أجد سرعة طرف الذراع الواقع على المحور/[عندما يكون الطرف الآخر عند 
النقطة (0 ,2). 


مُعدّل تغيّر حجم السائل بالنسبة إلى الزمن 
من المعلوم أن السوائل تَتَّخِذ شكل الوعاء الذي توضّع فيه؛ لذايُمكِن حساب معدل تغير 
حجم السائل بالنسبة إلى الزمن اعتمادًا على شكل الوعاء وأبعاده. 


ان بار 

يتناقص فى الخران؛ لذا 
رازه 
Ls‏ 

ارد سار 


أتعنّم 
إذا طابقت زاويتان في 
مثلث زاويتين في مثلث 
2ك كان العا ان 
مُتشابهين» وكانت أطوال 
أضلاعها المُتناظرة 
e‏ 


خزان ماء على شكل مخروط دائري قائې ارتفاعه ۳ 5» ونصف فطر قاعدته " 2» ورأسه إلى 
الأسفل. 


تسرب الماء من الخرّان بمُعدَّل ذإ / 10 ما مُعدَّل تغيّر ارتفاع الماء في الخرّان عندما 


الخطوة 1: أرسم ا ثم أكتب معادلةء مُحددًا المطلوب. ١‏ 


5 ول گم # 8 5 
ارسم المخطط» ثم أحدد عليه المعطيات الواردة في | h‏ 


المسالة. 
المعادلة: أفترض أنَّ: هو نصف قُطر سطح الماء في الخان» و١‏ ارتفاع الماء في الخْرّانَ 
و۷ حجم الماء في الخزان. ومن نّم يُمكن الربط بين ۲ و[ و7 باستعمال المعادلة 


الآنية 
V= 1r ph‏ 
3 
قرم ف dv‏ 
معدل التغير المعطى: mT‏ 
dh‏ 
المطلوب: 0-4 | “a‏ 


الخطوة 2: أكتب المعادلة بدلالة متغير واحد. 
يُمكننى كتابة ۷ بدلالة المُتغيّر الذي أريد إيجاد معدل تغيّرهء وهو #» باستعمال تشابه 
المثلتات: 


الخطوة 3: أشترّ شتق طرفي المعادلة بالنسبة إلى »٤‏ ثم عوّض. 


a ATR n المعادلة‎ 
75 

بإيجاد مشتقة طرفى المعادلة بالنسبة إلى 1 ١‏ 47 گس 

AV _ 4r x 3h7 x قاعدة السلسلة والاشتقاق الضيحتى‎ 


dt 75 4 


1 _ 4r 2 u dh a 1 
dh 25 Ah ts 0 

بحل المعادلة ل 7 بتو يبي ك2 
di :‏ 7687 01 


إذن» يتناقص ارتفاع الماء في الخرّان بمُعدَّل صنطة/ 12 2 > عندما يكون ارتفاع الماء 10 4. 


0 


خان ماء على شكل مخروط دائري قائم رأسه إلى الأسفلء وارتفاعه 122 10, ونصف 
فَطْر قاعدته 512. صب الماء في الخرّان تعد منص / ى. ما مُعدَّل تغّر ارتفاع 


الماء ذ في الخزان عندما يكون ارتفاعه 111 8؟ 


2" أندزب وأخل المسائل 
يزداد طول أحد أضلاع مستطيل بمُعدَّل 613/5 2 ويقل طول ضلعه الآخر بمُعدَّل 053/5 3 بحيث يحافظ المستطيل 
على شكله؛ وفي لحظة م مُعيّنة مُعيّنة بلغ طول الضلع الأول ١١ء‏ 20ء وطول الضلع الثاني ات 50: 
© ما مُعدّل تير مساحة المستطيل في تلك اللحظة؟ 
@ ما مُعدّل تير محيط المستطيل في تلك اللحظة؟ 
© ما مُعدّل تغير طول قَطْر المستطيل في تلك اللحظة؟ 
© أي الكمّيات في المسألة مُترايدة؟ أيها مُتناقصة؟ أَبرّر إجابتي. 
مُكئّب طول ضلعه 6533 10. بدأ المُكدّب مدد فزاد طول ضلعه بجُعدّل 58/95 6: وظلّ مُحافِظًا على شكله: 
© أجد معدل تر سيمع الب بعد 48 من بَذْء تمدة. 


۶ 2 8 5 2 ر 2 
© أجد معدل تغير مساحة سطح المكعب بعد 68 من بدء تمدده. 


وقود: : خرّان أسطوانى ي الشكل» ارتفاعه 50 15» وقّطر قاعدته 123 2 . مُلِىَ الخرّان بالوقود بمُعدَّل هتدط/.آ 500: 
@ أجد مُعدّل ارتفاع الوقود في الخزان عند أي لحظة. 


© أجد معدل تغيّر المساحة الجانبية للوقود عند أي لحظة. 


معلومة 
يكون تدفق الدم في الأوعية 


o‏ فلي يكل الاد 
(FR - (0.0005()‏ 2 = 
ا اجر ثري درن ١‏ سرعة الدم في أحد الأوعية الدموية 
الوعاء الدموي» زايطا قرب ْ بالمليمتر لكل ثانية؛ حيث ۸ طول 
جدار الوعاء. :2 نصف فَطر الوعاء بالملّيمتر. إذا كان الوعاء يتقبض بحيث ينقص نصف قطره بمُعدّل 
: 5 0.0002 فأجد مُعدّل تغير سرعة الدم في الوعاء في اللحظة التي يكون فيها 
طول صف نره ده 0:075 


: © علوم: يُمثل الاقتران: ا <0 را الخ رار( السو ا مر ا 
LE Ne A os :‏ 
سرعة تغيّر درجة الحرارة التي يشعر بها الشخص عندما يكون على بُعْد ۳ 5 من النار. 


كه 
شا 


: © بناء: بسحب عامل بناء لوحًا خشبيًا 

fon FN ١ 
يكتمل إنشاؤه بعدٌ» وذلك باستعمال‎ 
حبل ربط به أحد طرفي اللوح كما‎ 
في الكل المجاور. إذا افترضت أن‎ 
طرف اللوح المربوط بالحبل يتبع مسارًا عموديًا على جدار المبنى» وأ العامل يسحب‎ 
NLN Na E N em 0 ادل‎ 
سرعة انزلاق الطرف الآخر للوح على الأرض عندما يكون على بعد 1 3 من جدار‎ 
المبنى؟‎ 


5m 


آلات: يسقط الرمل من حزام ناقل بمُعدَّل «ذ/” 10 على قِمّةَ كَوْمة مخروطية الشكل. إذا كان ارتفاع الكَوْمة يساوي 
دائمًا ثلاثة أثمان طول قُطْر قاعدتهاء فأجد گلا ممّا يأتى: 


@ سرعة تغير ارتفاع الكَوْمة عندما يكون ارتفاعها 1 4. 
© سرعة تغير طول نصف قُطْر قاعدة الكّؤْمة عندما يكون ارتفاعها 1 4. 


طيران: رصد مُراقِب الحركة الجوية في أحد المطارات طائرتين 
تُحلّقان على الارتفاع نفسه. وتقتربان من نقطة التقاء مسار حركتيهما 
في زاوية قائمة كما في الشكل المجاور. كانت إحدى الطائرتين | E‏ 
تبعد مسافة 122 225 عن النقطة» وتسير بسرعة ۸1١/1‏ 450» فى ل 


و ١‏ 5 0 
حين كانت الطائرة الأخرى تبعد مسافة 1632 300 عن النقطة» وتسير 3 0 
بسرعة 12/1 600: ١‏ 3 
400 0 100 
© أجد مُعدّل تغيّر المسافة بين الطائرتين في تلك اللحظة. المسافة بالكيلومتر 


0 و 
© هل يجب على مُراقب الحركة الجوية توجيه إحدى الطائرتين لانّخاذ مسار مختلف؟ أبرّر إجابتي. 


© دواجات نارية: تسح کت در اجان فى الوقت نفسه» .ومن النقطة نفسهاءخان طريقين مستظيمين» قباس الواوية بينهها 
4 . إذا كانت سرعة الدرّاجة الأولى 12/1 15ء وسرعة الدرّاجة الثانية 1022/2 20 فأجد سرعة ابتعاد كل 


بين الشكل المجاور مستطيلًا مرسومًا داخل منحنى الاقتران: 


۶ = (:3)]. إذا كان :د يتغّر مع الزمن» مُخيرًا معه موضع 
و 

المستطيل» فأجيب عن السؤالين الآتبين تباعًا: 

© أجد مساحة المستطيل بدلالة ×. 


© أجد معدل تغير مساحة المستطيل عثذما فنك 4 = بن 
وعندما زص / و 4 - 6ك . 


© كهرباء: تعطى المقاومة المكافئة ۸ بالأوم (0) للمقاومتين 
1ن ا ھی على یاز كما فی الكل Ry‏ 1 
المجاورء بالعلاقة الآتية: 


1 


1 
NR 


2 


إذاكانت ۸ و ر۸ تزدادان بمُعدَّل 0/۶ 0.3 و ۵/5 0.2 على الترتیب» فأجد مُعدَّل تعر ۸ عندما © 80 = ۸ء 


.R,= و1000‎ 


© قوارب: يمسحب جمال قاربه إلى رصيف 
الاصطفاف باستعمال بكرة سحب ترتفع 
"۳ 1 عن مُقدَّمة القارب. إذا طوت البكرة 
حبل السحب بسرعة 12/5 1ء وكان 


القارب يبعد عن الرصيف مسافة 12 8 فى لحظة ماء فما سرعة اقتراب القارب من الرصيف عندئذ؟ 


سباقات سيّارات: ترتفع كاميرا عن الأرض مسافة )1 2132 و الكاميرا 
وترصد سيّارة تتحرّك على مضمار سباق» وتبلغ سرعتها 


6 كما في الشكل المجاور: 


© أجد سرعة تغيّر الزاوية 0 عندما تكون السيّارة أسفل 
الككافي ابا 


© أجد سرعة تغير الزاوية 0 بعد نصف ثانية من مرور السيّارة ستارة السباق 
أسفل الكاميرا. 


8 ew ل‎ 30 1 Ba TA ا‎ TTT yT 

© فيزياء: يتحرك جسيم على منحنى الاقتران: ر“ ١1ء‏ 2 = (30)/. وعند مروره بالنقطة (1 ,-)» فإن الإحداثي × 
لموقعه يزداد بمُعدَّل 10/وحدة طول لكل ثانية. أجد مُعدَّل تغيّر المسافة بين الجْسَيْم ونقطة الأصل في هذه 
اللحظة. 


© ضوء: مصباح مُثبّت بالأرض» وهو يضيء على جدار يبعد عنه مسافة ۳١‏ 12. إذا سار رجل طوله 212 من موقع 
المصباح إلى الجدار بسرعة 72/5 1.6 فأجد مُعدَّل تغيّر طول ظلّه على الجدار عندما يكون على بُعْد 1 4 من 


الجدار. 
سئارات:عجلةسيارة طول تصرف قطرها الذاخلى دذه 30 وهی تدور ج 
P L1 L1‏ 
بمُعدّل 10 دورات فى الثانية. رُسمت النقطة 8 على حافة العجلة كما فى تضم 30.^ 
5 5 5 20 
الشكا المحاور: X‏ 


dx <+‏ 5 
© أجد ك بدلالة 0. 


ا و 
© اج“ gı‏ عندما 45° = 0. 


@ 


مدينة ألعاب: عجلة دوّارة في مدينة الألعاب» طول نصف قَطْرها 2 10» 
وهي تدور بمُعدَّل دورة واحدة كل دقيقتين. أجد سرعة تغير ارتفاع راكب 
فيها عندما يكون على ارتفاع 10 16 فوق سطح الأرض (أهول ارتفاع 
العربة عن الأرض). 


5 أجد جميع الحلول المُمكنة. 


[١‏ مملات اتشخیرالدابا س 


© 


© 


© 


تبرير: ربت العربتان 4 و 8 بحبل طوله 12 12» 
وهويمرٌ بالبكرة2 كما في الشكل المجاور. إذا 
كانت النقطة 0 تقع على الأرض بين العربتين أسفل 
۶ مباشرة» وتبعد عنها مسافة 172 4» وكانت العربة A۸‏ 
تتحرَّك بعيدًا عن النقطة 0 بسرعة 12/5 0.5 فأجد 
سرعة اقتراب العربة 8 من النقطة 0 في اللحظة التي 
تكون فيها العربة 4 على بُعْد 10 3 من النقطة 0 مبررًا إجابتي. 


تترير: يركقن عا فى مض مار داتری: طول تصلق طر5 100 رة اة مدا رهاو دا 7 ويققف عدا آخر 
على 00942 دمن م ضارا كي الع تسد ل قد الا ی اا ا ال ا بيهم 
m‏ 200. 


تنبيه: أجد جميع الحلول المُمكنة. 


تحدٌ: سطعت الشمس في أحد الأيام فوق مبنى ارتفاعه 52 80» 
فكان طول ظلٌٌ المبنى فى هذه اللحظة 10 60 كما فى الشكل 
لاور اجن قعل سر طول ظا المرضن قى هذه اللتحظة برح 


قتوظا e‏ عاض إن أقرن چ هن رة علا بان 


الشمس في هذا اليوم ستمرٌ فوق المبنى تمامًا. 


إرشاد: تُكمل الأرض دورة كاملة حول نفسها كل 24 ساعة. Te‏ 


Extreme Values and Concavity 


© فكرة الدرس ٠‏ إيجاد القِيّم القصوى المحلية والمُطلّقة باستعمال التمثيل البياني للاقتران. 
٠ ْ‏ استعمال اختبار المشتقة الأولى لإيجاد القِيّم القصوى المحلية لاقتران معطى. 
٠‏ تحديد فترات التقعر لاقتران معطى. 
® المصطلحات القيمة العظمى المُطلّقة القيمة العظمى المحلية» القيمة الصغرى المُطلقة» القيمة الصغرى 
ْ المحلية القِيّم القصوى المُطلّقة القِيّم القصوى المحليةء النقاط الحرجة: القيمة الحرجة؛ اختبار 
المشتقة الأولى» اختبار المشتقة الثانية» مُقعّر للأعلى» مُقعّر للأسفل» نقطة الانعطاف. 
مسألة اليوم E‏ الأقعران "ع3 8152 د وة.3 > 6)8 تركير 
۰ جرعة دواء في دم مريض بعد 1 ساعة من تناوله» حيث ٤‏ مَقيسة بوحدة 
لوط ارقن ا الرسن الى يكرة هه ر احدواء ارما ن 
خلال أوّل 12 ساعة من تناوله. 


القيّم القصوى المحلية والمُطلقة 

ألاحظ من التمثيل البياني المجاور لمنحنى الاقتران 
(2)/ الجُعكف على الفعرة [5 ,0] أن النقطة (4 ,3) 
هي أعلى نقطة على منحنى (3)/) وهذا يعني أنَّ 
أكبر قيمة للاقتران رهي 4 = (3)/. ألاحظ أيضًا 
أن النقطة (0 ,1) هي أدنى نقطة على منحنى (3)/؛ 
مايعني أنَّ أصغر قيمة للاقتران هي 0 = (1)/. ولذلك يُمكن القول إن 4 = (3)/ هي 05 
عظمى مُطلّقة maximum value)‏ uteاabso)‏ للاقتران و وإِنَّ 6 - )رمي لتر 
مُطلّقة minimum value)‏ uteاabso)‏ للاقتران /. 


يُطلّق على القِيّم الصغرى المُطلّقة والقِيّم العظمى المُطلّقة للاقتران اسم آل القصوىق 
المُطلقة extreme values)‏ uteاabso)‏ للاقتران» ويمكن تعريفها كما بأ ٍ 


أتعلّم 
كلمة (داخلية) في 
التعريف تعني وجود فترة 
مفتوحة تقع في مجال ي 
وتحوي النقطة .٥‏ 


/ م أَسَا َ القدٍ القصوى المُطاقة 
ااا افر ال اده عد يخم إلى جال لار ان ی فد (6) رهن : 
٠‏ قيمة عظمى مُطلّقة للاقتران f‏ في 2 إذا كان (30)] < (©)] لجميع قَيّم × في . 


. لجميع قِيّم × في‎ f)( > /)30( قيمة صغرى مُطلّقة للاقتران في 2 إذا كان‎ ٠ 


بين الفسكل المجساون مشن 
الاققران (3)/ الذي له قيمة 
عظمى مُطلّقة عند 25 وقيمة 
صغرى مطلقة عند6. ولكنٌ» 
إذا أخذنا قِيّم × القريبة فقط 
من 4 (مثل الفترة (© ,6)) في 
الاعتبارء فان (4/ تكون أكبر قم (0)/ في هذه الفترة؛ لذا تى 22۶2105 
maximum value)‏ 10621) للاقتران/. أمَا إذا أخذنا قِيّم × القريبة فقط من © (مثل الفترة 
(ط ,4)) في الاعتبار» فن (6)/تكون أصغر قِيّم (:13/ في هذه الفترة؛ لذا فى 20245[ 
محلية (17211 minimum‏ [هء10) للاقتران /. 


يُطلّق على القِيّم الصغرى المحلية والقِيّم العظمى المحلية للاقتران اسم ج 6221 
المحلية (77311165 extreme‏ 10621) للاقتران» ویمکن تعريفها كما يأني : 


مفهوم أساسي القيّم القصوى المحلية 


إذا كان 6 نقطة داعال فى محال الانتران م فان (0)كرهى : 

٠‏ قيمة عظمى محلية للاقتران #إذا كان (0) < (0)/ لجميع قِيّم × في فترة مفتوحة 
تحوي 6. وتقع كلها داخل المجال. 

٠‏ قيمة صغرى محلية للاقتران”/ إذا كان (30)/ > (0)/ لجميع قم * في فترة مفتوحة 
تحوي 6. وتقع كلها داخل المجال. 


أجد القِيّم القصوى المحلية والقَيّم القصوى المُطلّقة (إِنْ ُجدت للاقتران المعطى تمثيله 
البياني في كل مما يأتي : 

أفكّر ألاحظ من التمثيل البياني لمنحنى (3)] وجود: 
هل توجد قيمة قصوى | ٠‏ قيمة عظمى محلية ومُطلّقة للاقتران أي هي: 
لاو ات ار کہ ا 5=( 


غ 
1 


© قيمة صغرى محلية ومُطلّقة للاقتران » هي: 
2 - (6)/. 


ألاحظ من التمثيل البياني لمنحنى (3)/ 

وجوة: 

»/ قيمة صغرى محلية ومُطلّقة للاقتران‎ ٠ 
أفمّر هي اك اال‎ 
هي:‎ »f قيمة عظمى مُطلّقة للاقتران‎ ٠ | هل توجد قيمة قصوى‎ 
للاققران (3)/ عندما 6 = (2)/(ليست قيمة عظمى محلية؛ لأنّها ليست داخلية» فهي طرف فترة).‎ 
؟ أبرّر إجابتي.‎ =0 


ألاجظ من التمثيل البياني لمنحنى ()/ أَنّه: 

٠‏ توجد قيمة صغرى محلية ومُطلَقة 
للاقتران ې هي: 0 = (0)/. 

./ لاتوجد قيمة عظمى (محلية» أو مطلقة) للاقتران‎ ٠ 


ألاحظ من التمثيل البياني لمنحنى 
(0)/ أنه : EES‏ 


٠‏ توجد قيمة عظمى مُطلّقة 
JOS aN‏ 
٠‏ لاتوجد قيمة صغرى (محلية» 

أو مُطلّقة) للاقتران /. 


أجد القِيّم القتصوى المحلية والقِيّم القصوى المُطلّقة (إِنْ جدت) للاقتران المعطى تمثيله 
البباني في كل ممّا يأتي : 


ألاجظ من المثال السابق عدم وجود قيمة صغرى أو قيمة عظمى لبعض الاقترانات» لكنّ ذلك 
الأيعمل الأقرانات النصيلة على فثرة مغلقة, 


القيم القصوى 


إذا كان راق اا مضا على الفثرة المغلقة [2 هان د جا لادان ق ع 
مُطلّقة وقيمة صغرى مُطلّقة فى هذه الفترة. 


أتعلّم 

الاح ان اليم ا 
المُطلّقة والقِيّم العظمى 
المُطكّقة لأيٌ اقتران 
متصل على قترة مغلقة 
تو جد عند النقاط 
الداخلية» أو عند أطراف 
الفترة. 


ُبّما يكون للاقتران غير 


- 


مطلقة. 


أتذكّر 
إذا كان لمنحنى الاقتران 
رأس حاد أو زاوية» فهذا 


يعني عدم وجود مشتقة. 


وصح الأشكال الآنية المقصود بنظرية القِيّم القصوى؛ إذ تظهر فيها منحنيات اقترانات متصلة 
oL‏ رمه لبوا ملي N‏ سرض ا 


القيمة الصغرى المُطلّقة عند : 
نقطة داخلية» والقيمة العظمى : 
المُطلّقة عند طرف فترة. - ؛ 


آل الى التطلفة 
والقيمة العظمى المُطلقة 
عند طرفي فترة. 


القيمة الصغرى المُطلّقة 
والقيمة العظمى المُطلقة 
عند نقطتين داخليتين: 


تكد نظرية القَيّم القصوى وجود قيمة صغرى م مُطلّقة وقيمة عظمى مُطلّقة لأ اقتران متصل 
عل قر مخ لكا لا فف طريقة لأبحاد هذه القت وعدا ما ساتعامه فى هذا الارس. 


إيجاد القيّم القصوى المُطلقة على الفترة المغلقة 
يتبيّن من الأشكال السابقة أن اقيم القصوى المحلية موجودة عند نقاط داخل مجال الاقتران» 


حيث تكون المشتقة صفرّاء أو غير موجودة كما فى الشكلين الآتيين: 


E 


قِيّم × التي عندها قِيِّم قصوى محلية» قِيّم × التي عندها قيّم قصوى 
حيث المشتقة غير موجودة. محلية» حيث المشتقة صفر. 


أستنتج مما سبق أنه يمن إيجاد الق القصوى المحلية للاقتران (3)/ بدراسة نقاط محدودة 
داخل مجال الاقتران تس مَّى آ51 #3 (5«زمم 0110121)» وهي النقاط الداخلية التي 
تكون عندها 0 = ' أو تكون ”/ غير موجودة ويُسمّى الإحداثي × لكل من هذه النقاط 185 
حرجة .(critical value)‏ 


E 
عر د د ديه‎ 
وی كال واد‎ 
يبن الشكل الآتي منحنى‎ 
E > الراك ان‎ 
و30 قيمتان حرجتان»‎ × 
ولك ال تجن عفان‎ 
EE 


أتعلّم 


00000 
ا 
ةر اتن 


عا درج 


القيّم القصوى المحلية والقيّم الحرجة 


إذا كان للاقتران / ق فصر مكلية عندماء = فان قيمة حرجا لوان 


بما أن القِيّم القصوى المُطلّقة للاقتران المتصل على فترة مغلقة هي نقاط قصوى محلية أو 
أطراف فترات» فاته يُمكن إيجادها باتباع الخطوات المُبيّنة في ما يأتي: 
مفهوم اسار 5 إيجاد القيم القصوى ١‏ لمطلقة للاقتران المتصل على فترة مغلقة 


لإيجاد القَيّم القصوى المُطلّقة للاقتران/ المتصل على الفترة المغلقة [ط ,4]ء أتّبع 
الخطوات الثلاث الآنية: 


الخطوة 1: أجد قِيّم الاقتران/ عند القِيّم الحرجة للاقتران/ في الفترة المفتوحة (ط ,4). 
الخطوة 2: أجد قيمتى / عند طرفى الفترة. 


الخطوة 3: أجد أنَّ أكبر الِيّم الناتجة من الخطوتين (1) و(2) هي القيمة العظمى 
التطلقة؛ رأن أصثرها هى ال الى ا ا 


أجد القيمة العظمى المُطلّقة والقيمة الصغرى المُطلّقة (إِنْ جدت) لكل اقتران مما يأنى فى 
الفترة المعطاة: 

9x + 2, ]-2, 2[‏ - رق - ثح f0‏ © 
بما أ الاقتران / متصل على الفترة [2 ,2-]؛ لاله كثير حدود. فاه يُمكِنني إيجاد القيّم 
القصوى المُطلّقة باتباع الخطوات الآتية: 
الخطوة 1: أجد القِيِّم الحرجة للاقتران f‏ المتصل على الفترة (2 ,2-). 


الاقتران المعطى 2+ عو قرو - رد f)‏ 


بإيجاد المشتقة 62-9 - شرق - f)‏ 


أتعلّم 
SNL‏ 
عند جميع قِيّم به فَإنَّه 
لا توجد قِيّم تكون عندها 


غير موجودة. 


بنارا اة بار 3-6-9-0 


بإخراج 3 عاملًا مشتركًا 0= (3- 2x‏ - )3 

30+ 1()x -3( - 0 بالتحليل‎ 

خاصية الضرب الصفري 0 8-3 Or‏ 0 1 + 

دحل 8[ ا X=—-1 OF X=3‏ 
بما أ3 = :ليست ضمن مجال ‏ فإنّها نهمل وبما أنه لا توج د قِيّم تكون عندها "غير 
موجودة فإنَّه توجد قيمة حرجة واحدة للاقتران/ هي: 1- = × وقيمة الاقتران عندها هي: 

EST 
الخطوة 2: أجد قيمتي الاقتران عند طرفي الفترة.‎ 
J(2) =0 , /)2( - 0 

الخطوة 3: أقارن بين القِيّم. 


القيمة العظمى المُطلّقة للاقتران/ في الفترة [2 ,2-] هي: 7 = (1-)/» والقيمة الصغرى 
المُطلّقة له هي: 20- = (2)/. 


¥ 
7 الدعم البياني 
#2 


بك التميل البياني المجاور لمتحنى 
الاقتران: 2 + ×9 - 3 - × = (1) في 
2 ا ا ةالعظمى العطلقة 
ل > الصعرى المُطلقة هي 
0-. 


© Ff =×”, ]-1, 2[ 


بما أن الاقتران f‏ متصل على الفترة [2 ,1-] فإنّ يُمكنني إيجاد التي القصوى المُطلقة 
باتّباع الخطوات الآنية: 


الخطوة 1: أجد القِيِّم الحرجة للاقتران f‏ المتصل على الفترة (2 ,1-). 
الاقتران المعطى "وك ودار 
اله 3ر 2 / 
بإيجاد المشتقة 3 f=‏ 


2 


2 


التعظ أله لاو جد اهار للممشاووان الها فى معان چ اغ 


الصورة ادر 


ا إن ع2 مدر 


کل ا : a E bs E E AR‏ ا 
اا مُعرّفة في هذه الحالة؛ لذاتوجد قيمة حرجة واحدة للاقتران f‏ هي: 0 = × وقيمة 


مقام وهذايعني أن الاقتران عندها هي: 
"غير موجودة عندما 20-0 


0 کی 


الخطوة 2: أجد قيمتى الاقتران / عند طرفى الفترة. 
x9‏ 4 ال - (2)/ , 1= f(-1)‏ 
الخطوة 3: أقارن بين الْقِيّم. 


القيمة العظمى المُطلقة للاقتران/ في الفترة [2 ,1-] هي: 04 = (2) والقيمة الصغرى 
المُطلّقة له هي: 0 = (0)/. 


¥ 
2 الدعم البياني 


ين التمثل البياني المجاور لمنحنى 
اكل د( )رفي الفترة [1,2-] 
22007 المطلقة هي E‏ 
القيمة الصغرى المُطلّقة هي 0. 


f(x) = 2 sin x — cos 2x, ]0, 2r]‏ عل 


بما أن الاقتران /متصل على الفترة [27 ,0]» فإنّهِ يُمكنني إيجاد القيَم القصوى المُطلقة 
باتباع الخطوات الآتية: 


الخطوة 1: أجد القِيّم الحرجة للاقتران f‏ المتصل على الفترة (270 ,0). 


f(x) =2 sin Xx — cos 2x الاقتران المعطى‎ 

f (x) =2 cos x + 2 sin 2x بإيجاد المشتقة‎ 

2 cos Xx + 2 sin 2X 0 بمساواة المشتقة بالصفر‎ 

2 cos x + 4 sin X COS X = 0 متطابقات ضعف الزاوية‎ 

2 cos x (1 + 2 sin xX) = 0 بإخراج × 005 2 عاملًا مشتركًا‎ 

خاصية الضرب الصفري 0 -2ة صزة 2 +1 COSX = 0 or‏ 2 
ل المعادلة الأولى ل × 8مع» 

COSX = 0 Or sin x = Û بحل ولى‎ 

وحل المعادلة الثانية ل × 5112 2 
OF {r llr‏ اه 

X= oo 01 X= cog × بحل كل معادلة ل‎ 


3 


بما أله لا توجد قِيّم تكون عندها غير موجودة فإ قيّم الاقتران/عند القِيّم الحرجة هي: 
2-- لم )لطا - ( )لج - - لع امم - (2)/ 

الخطوة 2: أجد قيمتي الاقتران / عند طرفي الفترة. 

f(0) =1, f(2 =-1 


عو 
الخطوة 3: اقارن بين ا يم 


القيمة العظمى المُطلّقة للاقتران في الفترة [27 ,0] هي: 3 = [ )ل والقيمة الصغرى 
الخطلقة له هي: 2 - = ( )۶= ( 0ج )/. 


6 6 


أتذكّر 
ميل المماس لمنحنى ل[ 
عند نقطة هو f‏ عند هذه 
النقطة. 


1 5 
3 الدعم البياني 
* 
2 الل البياني المجاور لمنحنى 
ا فيك وهم > × ا 2 () فی 
ا 0 أن القيمة العظمى المطلقة 


2200007 كد رى المُطلقةهى 
3 


2 


أجد القيمة العظمى المُطلّقة والقيمة الصغرى المُطلّقة (إِنْ وُجدت) لكل اقتران مما يأتى فى 
الفترة المعطاة: 


b) f(x) = ¥x , [-8, 8]‏ [5 ,3-] ,5 + 6 - تر = () (ه 


c) f(x) = sin x + cos x, [0, 27] 


إيجاد القيّم القصوى المحلية 


ا اا کف اة و اين الا قران وها 
اعتمادًا على إشارة المشتقة» حيث ترتبط المماسات 
الخ تميس الس حير لجر الك ابن من متحن 
الاقراف وترقط المعاسات ذات الميل السالب 


بالجزء المُتناقص من منحنى الاقتران. 


مراجعة المفهوم اختبار تزايد الاقترانات وتناقصها 
٠‏ إذا كان: 0 < (*) اقيم × جميعها في الفترة 1 فَإِنَيكون مُتزايدًا على الفترة 1. 
ه إذاكان: 0 > ()”/لقيّم :د جميعها في الفترة 1ء فإنَ /يكون مُتناقِصًا على الفترة 1. 


ولكنْ» كيف يمكن توظيف تزايد الاقتران وتناقصه في تحديد القِيّم القصوى المحلية 
للاقتران؟ 


تنص نظرية القيّم القصوى المحلية والقَيّم الحرجة على أنه إذا كان للاقتران f‏ قيمة صغرى 
م أو تبجا عظى ا عا ۾ يق فان يون ا ادر ان نويا أن كل 
قيمة حرجة ليست بالضرورة قيمة صغرى محلية أو قيمة عظمى محلية: لَه لزم إيجاد اختبار 
لتحديد إذا كان للاقتران f‏ قيمة صغرى محلية أو قيمة عظمى محلية عند النقطة الحرجة أم لا 


ويُسمّى هذا الاختبار اختبار المشتقة الأولى (ادء] dev2)‏ 56ر8 .)the‏ 


اختبار II‏ اث .لوه وه الأولى 


إذا كان للاقتران الل فيه حرجا عند 6+ فإ لمكن تصيف (©)رغلى النحو الآتى: 
ب 4 C‏ 
٠‏ إذا تغيرت إشارة () f‏ من الموجب إلى السالب عند 6» فإن اد 
IN eS 10‏ 


ف إذا تسارت LL ees MeN O‏ 
+ - 
کون ہا صغرى محل لالاقتران ر : 


٠‏ إذا كانت (×) f‏ موجبة جهة اليمين وجهة اليسار 
3 7 3 = 4+ 
من 6) أو سالبة جهة اليمين وجهة اليسار من6» فإن 2 لح لير 


(0)لا تكون قيمة قصوى محلية للاقتران /. 


يُمكن توضيح اختبار | لمشتقة الأولى على النحو الآتي: 


ف ]فرت إقنارة م البوسب إلى النبالب عد فإن ق اا ارو 
ومتناقصًا یمین ©. 


Ely ES leca رمم الماليه إلى‎ ORNS Oo 


ومتزایدًا یمین ©. 


أتذكّر 
0 + © لجميع قِيّم ×. 


أتذكّر 

ا 
در محة يكرن عندها 
نقاط قصوىءويّلزم 
سر 
امرك حول هده الهم 
(من التزايد إلى التناقص» 
أو العكس). 


أجد القِيّم القصوى المحلية (إِنْ ؤجدت) للاقتران: © (3 - ٭) = (38)/. 


بما أن الاقتران/متصل عند جميع الأعداد الحقيقية» فإنّهِيُمكنني إيجاد القَيَم القصوى 
المحلية وتحديد نوعها باستعمال اختبار المشتقة الأولى كما يأتي: 


الخطوة 1: أجد القِيّم الحرجة للاقتران /. 
الاقتران المعط 


قاعدة مشتقة الضرب 


€ (3 - ) = ودار 
“م2 + € (3 - fF (%) = (x‏ 
بإخراج "© عاملا مشتركًا € (3- 2% + ¥( = 


بمساواة المشتقة بالصفر 0 - © (3 - 2x‏ + ( 


خاصية الضرب الصفري 0= € x +2x-3=0 O1‏ 
بالتحليل 0= (3+ (x -1()x‏ 
بعل العا 3-,1 2ع 


بما أنَ0 = ”عندما3- ,1 =× وعدم وجود قِيّم تكون عندها”/ غير موجودة فان اليم 
الحرجة للاقتران رهي: 


3خ ك[ = 
الخطوة 2: أبحث فى إشارة المشتقة الأولى. 


أختار, ض القَيّم التي هي أصغر من قِيّم × الحرجة وأكبر منهاء ثم أحدّد إشارة المشتقة عند 
کل منها: 


+++++ س الا ع ال 
3 1 23 
ا 31 1 >3 > زاح وک > أن 
2ک X= 4 XxX=0‏ قِيّم الاختبار (36) 
J (0) <0 J (2) <0‏ 0< )4( ل إشارة (×) ل 
مُتزايد مُتناقص متزاید تزايد الاقتران 
و اا سل وتقاقعبه 


الخطوة 3: أجد القِيّم القصوى المحلية. 
٠‏ توجد قيمة عظمى محلية عندما 3- كو 687 = (3-)/. 


أ ٠‏ توجد قيمة صغرى محلية عندما 1 = وهي: 28- = (1)/. 


ETS‏ دك 


1-5 2 


٠‏ ل الدعم البياني 

2 الاي المجاور لمنحتى الاقتران: 
© (3 - #) = (×) وجود قيمة عظمى محلية 
عندما 3- = د وقيمة صغرى محلية ومُطلقة 


XIE 


أجد القَيّم القصوى المحلية (إن وجدت) للاقتران: “©(1 - ×) = (:3) /. 


أجد القِيّم القصوى المحلية (إِنْ ؤجدت) للاقتران: ”(4 - 6.د) = (:ت)/. 


بما أن الاتران/متصل عند جميع الأعداد الحقيقية, فإنَّهيُمكِنني إيجاد القيّم القصوى 
المحلية وتحديد نوعها باستعمال اختبار المشتقة الأولى كما يأتي: 


الخطوة 1: أجد القِيّم الحرجة للاقتران /. 


الاقتران المعطى و د ودار 
قاعدة ا (2) 4 - ی( ج = f)‏ 
ا 2 
لصورة الجذرية و > 
4— 31/1 

ينساولة الک باش 0= 00 

3VX —4‏ 
بمساواة البسط بالصفر 0= AX‏ 
ا 0= × 


بما أن 0 = ”عندما 0 = و f‏ غير موجودة عندما ±2 = عن فان القِيّم الحرجة للاقتران f‏ 


هي : 


X= 2, - 0, 2- 2 


الخطوة 2: أبحث فى إشارة المشتقة الأولى. 


أختار بعض القِيّم التي هي أصغر من قِيّم × الحرجة وأكبر منهاء ثم أحدّد إشارة | لمشتقة عند 


و 


ET‏ اسم عت يس حص كد dh des‏ جد كلوه جح جعت جنع ت بسنت 
xX‏ 2 0 2 
X < -2 -2 > <> 0 02-2 1-2‏ 
X= -3 X= -1 =1 1-3‏ قِيّم الاختبار (30) 


J (-3)<0 f (-1)>0 J(1) <0 J(3) <0‏ إشارة (×) ل 


متزاید متناقص متزاید متناقص تزايد الاقتران 


7 ی ج فح وتناقصه 


الخطوة 3: أجد القِيّم القصوى المحلية. 
٠.‏ توجد قيمة عظمى محلية عندما 0 = ×» وهى: 16 -(0)/. 
٠‏ توجد قيمة صغرى محلية عندما 2- = ند وهي: 0 -(2-)/. 


ل توجد قيمة صغرى محلية عندما 2 = ×» وهي: 0 -(2)/. 


¥ 
i‏ الدعم البياني 
ييا 


بين التمثيل البياني المجاور لمنحنى 
الاقتران: ”(4 - ×) = (:)/ وجود قيمة 
عظمى محلية عندما 0 = × وقيمة صغرى 
محلية وقيمة صغرى مُطلّقة عندما 2+ = ين 


وعدم وجود قيمة عظمى مُطلّقة للاقتران. 


7 أ e‏ من 6 1 


أجد القِيّم القصوى المحلية (إنْ وجدت) للاقتران: 3 - × = (30) . 


أتعلّم 
يُمكنني تحديد تزايد ميل 
البماساف رکا دن 
طريق مقارنة الزوايا التي 
سات 


مع محور × الموجب. 


أتذكّر 
ا ا 
فإنه متصل بالضرورة. 


8 


التقكر 
ين الشسكل المجاور منحنيسي الاقترانين (3)/ و )ع 
المُتزايدين على الفترة (ط ,©). 

صحيحٌ أنَّ الاقترانين مُتزايدان على الفترة نفسهاء غير أنَّ 


التمييز بينهما؟ 3 
(8)3 


ألاجظ أنَّ منحنى الاقتران (30)/ريقع فوق مماساته» وأنَّ 
مزل ساس ته بيو اف وق تله لحالةر تكن القول إن e‏ 
مُقعّر للأعلى (نا )concave‏ على الفترة (ظ ,6©). 


أمّا منحنى الاقتران (×)8 فيقع أسفل مماساته» وميل مماساته يتناقص. وفي هذه الحالة» يُمكِن 
القول 5 8 مُقعّر للأسفل )concave down)‏ على الفترة (8 .)a,‏ 
مفهوم أساسي التقعر 
إذا كان ر اقترانًا قاباد للاشتقاق على الفترة المفتوحة 1 فإن: 
٠‏ منحنى f‏ يكون مُقَعّرًا للأعلى على الفترة1 إذا كان ”/ متزايدًا عليها. 
٠‏ منحنى ‏ يكون مُقَعرًا للأسفل على الفترة 1 إذا كان '/ مُتناقصًا عليها. 


لتطبيق التعريف السابق» ألاحظ أله إذا كان اقتران المشتقة "لمت ايداء فان إشارة مشتقته f"‏ 
تكو موجبة: وله إذاكان ۴ معناقصًاء فد إشارة شستقته ”/رتكون سالبة؛ ما يعني أنه يمن 
تحديد فترات التقعر للاقتران / بالرجوع إلى مشتقته الثانية» وهذا يقودنا إلى النظرية الآنية عن 
الخبار شم الاقدران: 


اختبار التقعر 


إذا كانت ا الثاني لار رم جودة على ال ال ر فان: 
. منحنى f‏ يكون مُقَعَرًا للأعلى على الفترة1 إذا كان: 0 < (:3) ”/ لجميع قيّم × فيها. 
٠‏ منحنى f‏ يكون مُقعَرًا للأسفل على الفترة1 إذا كان: 0 > (:) ”/ لجميع قَيّم × فيها. 


من المّهِمٌ معرفة فترات تقعّر الاقتتران للأعلى 
وللأسفلء ومن المع لمهم أيضًا معرفة النقطة التي 


يُغير عندها الاقتران اتجاه تقعره» وتُسمَّى 8ة 


أتعلم «(inflection point) SÎ‏ 
إل وجود مماس لمنحنى 


الاقتران (3)/ عند النقطة 


4 3 . 0 0 3 الا 0 
((6,/)6) يعني بالضرورة عقوم الاي تعريف نقطة الانعطاف 
داك لساري إذاكان ا راق ا على قر منتوسة ری وكان اک هماد عند النقطة 


ا نان كرن 
()رقابلا للاشتقاق عند 
6 وإمًا أن يكون له مماس 


رأسي عندها. 


تَوضح الأشكال الآتية التعريف الخاص بنقطة الانعطاف: 


»)٥,8)٥((‏ وكان منحنى قد غير اتجاه تقعره عند »٥‏ فإن النقطة ((6,/)6) تكون نقطة 


العاف لمعي أل 


وجرد نقطة العطات لمت الأقتران فز 
عندما © = ×؛ نظرًا إلى وجود مماس عند 
عله ال ودار انحا ر الاقتران 
عندها (بالرغم من أنَّ مشتقة الاقتران f‏ 


غير موجودة عندما © = 3). 


عدم وجود نقطة انعطاف لمنحنى الاقتران 8 
عندها © = :انظ إلى وجرد افر من مماس 
عند هذه النقطة (بالرغم من تغير اتجاه تقعر 
الاقتران عندها). 


وخر فطل النادات تلح الاقران/ 
عندما © = ×؛ نظرًا إلى وجود مماس عند 
لظ التقطة و اتات الاق إن 


عندها. 


تمكو او إلى النظرية فی طرق ا الاشكال الساكة: 


نقطة الانعطاف 


إذا كات 6 )رين ) نقطة العطاف لے ادا لفن 10> )لا نكون "غير 


موجودة عندما © = 3. 


أتعلّم 
E‏ 
غير صحيح؛ اذ يكن أن 
تكون ©)"/ صفراء أو 
لا تكون (©)"/ موجودة» 
NY‏ 


انعطاف عندما © = ×. 


0 


ا كه من أن التي 


أجدها هى ضمن مجال 
الاقتران. 


مثال 5 


أجد فترات التقعّر للأعلى وللأسفل ونقاط الانعطاف (إِنْ وُجدت) لمنحنى كل اقتران مما يأني: 
ل 
أجد فترات التقّر للاقتران /باستعمال المشتقة الثانية كما يأتي» علمًا بأنَّ الاقتران متصل 
على جميع الأعداد الحقيقية: 
الخطوة1: أجد المشتقة الثانية للاقتران. 
الاقتران المعطى 


قاعدة السلسلة 


- ونم 
f) = e‏ 
POSEN E E‏ 


x2 
بالط م وات‎ 


2 
قاعدة مشتقة الضرب 2 


الخطوة 2: أجد قِيّم × التي تكون عندها مشتقة الاقتران الثانية صفراء أو غير موجودة. 
لا توجد قَيّم تكون عندها المشتقة الثانية غير موجودة؛ لذا أجد قِيّم × التي تكون عندها المشتقة 


الثانية صفرًا: 
نعساواة المقتفة الكائية بالضفر ةم (3-ثم) 
5 3 2× 
خاصية الضرب الصفري 2-0 م or‏ 1)=0-( 
ا الا الأول که = 
¢ 2 
لا يوجد حل للمعادلة الثانية؛ لأن 0 ج * 6. 
إذن» قِيّم × المطلوبة هي: 1+ = ×. 
الخطوة 3: أبحث فى إشارة المشتقة الثانية. 
دس م هيد سل سس ست 2 لالط هده 
1 1 5 
اا 3 ا > اا لاح > ون 
X= -2 XxX=0 2-2‏ قم الاختبار (×) 
J” (-2) >0 J” (0) <0 J(2) >0‏ إشارة (30) “ل 
مُقعّر للأعلى مُقعّر للأسفل مُقعّر للأعلى e‏ 
ن م نا ل 


ْ الخطوة 4: أجد فترات التقعّر للأعلى وللأسفل. 
ه٠‏ منحنى الاقتران / مُقكّر للأعلى على الفترة (1- ,هه- ). والفترة (هه ,1). 
٠‏ منحنى الاقتران / مُقعّر للأسفل على الفترة (1 ,1-). 


الخطوة 5: أجد نقاط الانعطاف. 
توجد نقطتا انعطاف عندما 1 = وعندما 1= دي وهما: ( 1,8=)» و( 1,6)؛ 


أن الاقتران ر مضل عند كلا القطنين» وغ اتجاه تقثره عند هما 


و١‏ 
الدعم البيائ 
53 عم البيال EEN‏ 
يبين التمثيل البياني المجاور لمنحنى 
x2‏ 
N0 ET‏ ك 
فترتي تقعر للأعلى» وفترة تقعر 


للأسفل» ونقطتي انعطاف. 


f00 - +‏ © 
جد قرات الق للاقران ل رات أن غير كا ف عنما ديد 
الخطوة 1: أجد المشتقة الثانية للاقتران. 
ا f0) =x+‏ 
قافدة مشغفة افر ان القرة وقاعدة مشفقة المقلوب 1= )%( / 
قاغدة مشتقة المقلوب >= f")‏ 
الخطوة 2: أجد قَيّم × التي تكون عندها مشتقة الاقتران الثانية صفرّاء أو غير موجودة. 


لا توجد قِيّم تكون عندها المشتقة الثانية صفراء والمشتقة غير موجودة أيضًا عندما 0 = تد؛ 


لأن رغير كدف عندهاء 


أتذكّر 
لا توجد نقطة انعطاف 
عندما 0 = ×» بالرغم من 
شير اقجاء رالراق 
حولها؛ لأنّها لا تنتمي إلى 
مجال الاقتران. 


أفكّر 
ما القيّم القصوى المحلية 
والمُطلّقة للاقتران: 
f0 =+ +‏ 


(إن وجدت)؟ 


؛ الخطوة 3: أبحث فى إشارة المشتقة الثانية. 


+++++ ت 
53 0 
0 < 1 0 >1 
X= -1 6-1‏ قِيّم الاختبار (×) 
0> )1( ”/ 0< )1-(”/ إشارة (×) “ل 
قر للأعلى مقر للأسفل e‏ 
2 حر 


الخطوة 4: أجد فترات التقعر للأعلى وللأسفل. 

.)0, 00( منحنى الاقتران مُقعّر للأعلى على الفترة‎ ٠ 
منحنى الاقتران/ مُقعّر للأسفل على الفترة (0 ,6ه-).‎ ٠ 
الخطوة 5: أجد نقاط الانعطاف.‎ 


لا ر خد تفاط العطاف لمتحت الاقدران. 


إلا الدعم البياني 

يبِيّن التمثيل البياني المجاور لمنحنى 
1 (2)/ وجود فترۃ 
تقعّر للأسفل هي (0 ,5ه-)» وفترة 
تقعر للأعلى هي (0 ,0)» ووجود خط 
تقارب رأسي عندما 0 = ×. 


أجد فترات التقعّر للأعلى وللأسفل ونقاط الانعطاف (إِنّْ وُجدت) لمنحنى كل اقتران 
مما بأتى: 


خ در b(‏ (1 -5) *(2 -) = دام a)‏ 


1-1 


أتعلّم 
لا يُمكنني استعمال 
عار الد هة اها 
لتصنيف القِيّم القصوى 
المحلية إذا كانت /)٥(‏ 


أو (6) ”غير موجودة. 


اختبار |[ oh‏ ول وه وه الثانية 


تمت سابقًا استعمال اختبار المشتقة لاخشار اليم القصوى المحلية. والآن سأتعلّم كيف 
أحدّد إذا كانت النقطة هي قيمة عظمى محلية أم قيمة صغرى محلية باستعمال آ1 1412001 
الثانية .(second derivative test)‏ 


اختبار oes II‏ وه الثانية 
بافتراض أن "و "/ موجودة لأيّ نقطة في فترة مفتوحة تحوي 6» وأن 0 = (0) '/ فَإنَّه 
تمكن اسا ماياتي: 
4 رذ كانت 20 8 نان ما فى انيما عقي ميا ١‏ للؤفتران ث 
[إذَا كانت 210 زن) "رن فإن (ع ارهن نيئة صغرى معلية كلاقم ان ر: 
٠‏ إذا كانت 0 = (©) ”م فإنَّ الاختبار يفشل. وفي هذه الحالةء يجب استعمال اختبار 
المشتقة الأولى لتحديد نوع النقطة ((6)/ ,6). 


إذا كان: *(4- ) = (×) فأستعمل اختبار المشتقة الثانية لإيجاد القيّم القصوى المحلية 
للاقتران /. 
الخطوة1: أجد المشتقة الأولى والقِيّم الحرجة للاقتران. 


الاقتران المعطى “4 - ) = ودار 


e‏ 4ح 4= زور 
بمساواة المشتقة بالصفر 0= (4 = 4x)‏ 
شا الفر ب الصثري و4 مر 4x=0 Or‏ 
بل عل او 22 = X=0‏ 


إذنء القَيّم الحرجة للاقتران هي: 


2 -2 ,2 - 2 ,0 ح عر 


و 


أفكّر 
اختار المشكتقة الد 


1 
أبرر إجابتي. 


؛ الخطوة 2: أجد المشتقة الثانية للاقتران. 


باستعمال خاصية التوزيع 16 - فيه = f(x)‏ 
قاعدة مشتقة اقتران القوّة 12-6 ح () f۴”‏ 


الخطوة 3: أعرّض القيّم الحرجة فى المشتقة الثانية؛ لتصنيفها. 
ريش 22# 25-16-322<0-)12- (2-)”/ 
بتعويض 0 = × 0 > 16- = 16 - 12)07 = (0)”/ 


£” )2( = 12)2(”  - 16 = 32 <0 × = 2 بتعويض‎ 


f” )-2( <0 )-2( =0 ٠ 
./)-2( = 0 إذن» تو جد قيمة صغرى محلية عندما 2- = %» وهى:‎ 
"(0) و0>‎ (0) =0 ٠ 
./)0( = 16 إذن» تو جد قيمة عظمى محلية عندما 0 = ×» وهى:‎ 


f” 2) >02) =0 ٠ 
./)2( = 0 إذن» تو جد قيمة صغرى محلية عندما 2 = ×» وهي:‎ 


إذا كان: “عمد = (×) ی فأستعمل اختبار المشتقة الثانية لإيحاد القيم القصوى المحلية 
للاقتران ر. 


تطبيقات: السرعة المتجهة والتسارع 


ا اا اد اا | رعة المتجهة والتسارع لجسم يتحرّك في مسار مستقيم 
باستعمال مشتقة اقتران الموقع. والآن سأتعلًّم كيف أحدّد الفترات الزمنية التي يتحرّك فيها 
الجسم في الاتجاه الموجب والاتجاه السالب» إضافة إلى تحديد الفترات الزمنية التي تكون 


فيها سرعته مُتزايدة أو مُتناقصة. 


أتذكّر 
إذا كان التسارع موجبّاء 
ETE‏ 
تزداد. أمّا إذا كان التسارع 
د ا 
ال ي 


يمل الاقتران: 0 <۲ ,”24 - 36 = ()ء موقع جسم يتحرك في مسار مستقيم؛ حيث 5 
الموقع بالأمتارء و الزمن بالثواني: 

ما الفترات الزمنية التي يتحرّك فيها الجسم في الاتجاه الموجب والاتجاه السالب؟ 
يُمكِن تحديد الفترات الزمنية لاتجاه حركة الجسم بدراسة إشارة السرعة المتجهة كما يأتي: 
الخطوة1: أجد قَيّم ا التي يكون عندها الجسم في حالة سكون لحظي (سرعة الجسم تساوي صفرًا). 


اقتران السرعة المتجهة 68 — v() = s' (6) = 6t‏ 
او ا قال الج بال 0= 6t — 6f‏ 
بإخراج 6# عاملًا مشت رکا 0= f)‏ — 6(1 
خاصية الضرب الصفري 1-2-0 or‏ 0 = 61 
جما كل ع 1م 0= 


الخطوة 2: أدرس إشارة السرعة المتجهة. 


1 1 0 
الخطوة 3: أحدّد فترات اتجاه الحركة. 
٠‏ يتحرّك الجسم في الاتجاه الموجب عندما 0 < (1)1؛ أي في الفترة (1 ,0). 
٠‏ يتحرّك الجسم في الاتجاه السالب عندما 0 > (8)4؛ أي في الفترة (50 ,1). 
ما الفترات التي تتزايد فيها سر عة الجسم المتجهة؟ وما الفترات التي تتناقص فيها سرعة 
الجسم المتجهة؟ 
بُمكن وصف سرعة الجسم المتجهة بدراسة إشارة التسارع كما يأتي: 
الخطوة 1: أجد قِيَّم ٤‏ التي يكون عندها تسارع الجسم صفرًا. 


اقتران التسارع 1 - 6 = v'(t) = 5" (f)‏ = )0 
بمساواة اقتران التسارع بالصفر 0 122 5-5 6 
بحل الماد كر 


2 


الخطوة 2: أدرس إشارة التسارع. 


د سه هه إشارة )© 
9 0 
الخطوة 3: أُحدّد فترات تزايد السرعة وفترات تناقصها. 
٠‏ تكون سرعة الجسم المتجهة مُتزايدة عندما 0 < (0)1؛ أَيْ في الفترة (< ,0). 
٠‏ تكون سرعة الجسم المتجهة متناقصة عندما 0 > (4)1؛ أي في الفترة (50 , 2). 


3 


بُمثل الاقتران: 0 < 4 ,3 + 36 - *4 > (5)4 موقع جسم يتحرّك في مسار مستقيم؛ حيث 5 
الموقع بالأمتارء وا الزمن بالثواني: 

3) ما الفترات الزمنية التي يتحرّك فيها الجسم في الاتجاه الموجب والاتجاه السالب؟ 

) ما الفترات التي تتزايد فيها سرعة الجسم المتجهة؟ وما الفترات التي تتناقص فيها سرعة 
الجسم المتجهة؟ 


> 
3 


أجد القد الحرجة والقِيّم القصوى المحلية والمُطلّقة (إنْ وُجدت) للاقتران المُمثل بيانيًا في كل مما يأتي: 


© r 7 


أجد القيمة العظمى المُطلّقة والقيمة الصغرى المُطلّقة (إنْ وؤجدت) لكل اقتران ممّا يأتى فى الفترة المعطاة: 


2 


[2,2-] , كب - ا @ [3,قسارة - 3°+( =1+6x-3, 0.4 @ f=‏ 10 © 


+1 


© =7, ]8, 64[ © f0) = 2cos x +sin 2», ]0, 21 @ f0) - إ3 ,0 , جك‎ 


27 
+X 


© 0-1,4 ©0 /)0 =secs. lT, @ ,د -1/4- هار‎ ]-22[ 


2 
1 


أجد فترات التزايد وفترات التناقص لكل اقتران مما يأتي, ثم أجد القِيّم القصوى المحلية: 


© دار © 2 = تال © 5 - ثرزة - رح زرا‎ =X Inx 
© ا‎ =7 - 2+ 2 @ 9 =×” )-3( 
© “لازو 2 )ار‎ x + sin x, [0, 2r] © f(x) = x + sin x , ]0, 27] 


أجد فترات التقعًر للأعلى وللأسفل ونقاط الانعطاف (إِنْ وُجدت) لمنحنى كل اقتران مما يأتي: 


@ /) - - 12+ 1 @ f) = sin x , ]0, 7] © ı۵ = 7 
@ f =n + 5( @ 0 =x (x + 3( @ 1) = xe 


أجد القِيّم القصوى المحلية لكل اقتران ممّا يأتي, مُستعولًا اختبار المشتقة الثانية (إِنْ أمكن): 
2 
خ - و @ ]4 ,0] ,:د- f = cos x‏ @ د f0) =6x-‏ @ 


1-1 


© دا‎ = xlInx © وار‎ - 61 f) = x - 3 
2 


يُبيّن الشكل المجاور منحنى المشتقة الأولى للاقتران (×) f‏ المتصل 

على الفترة [6 ,0]. أستعمل التمثيل البيانى لإيجاد كل مما يأتى: 

© قيّم+*التي يكو ن عندها للاقتران/ قِيّم قصوى محلية. ميا 
رعا 


© فترات التزايد وفترات التناقص للاقتران /. 


© إذا كان لوقت اذو ع عد زط ند بره د و (3) [قيفة عق محلبة فاا وک د ين وقبمة صخر محل ند 
النقطة (14- ,1)» فأجد قيمة كل من الثوابت: ©» وط و6. 


© إذا كان للاقتران: 2+ 1 رينت 130 نقطة العطاق ع 8 و لاجد ا اكات 


أستعمل التمثيل البياني المجاور لمنحنى (:3)”/ لإيجاد كل مما يأتي: 0 
© فترات التقعر للأعلى وللأسفل لمنحنى الاقتران /. لم 
© الإحداثي × لنقاط انعطاف منحنى الاقتران /. وس 


© ضغط دم: يُمثْل الاقتران: 0.16 > × > 0 ,1830 - 305¥ = ()8 
ضغط الدم المَقيس بوحدة 0 والناتج من تناول جرعة دواء 

0 3 5 قن ا E‏ 5 
مقدارها 612 ×. أجد الحد الأقصى لضغط الدم الناتج من هذا الدواء 


مُحِدّدًا جرعة الدواء التى يحدث عندها. 
يُمثل الاقتران (5)4 المُبيّن منحناه في الشكل المجاور موقع جسم يتحرّك في مسار 0 
مستقيم» حيث ‏ الموقع بالأمتار» و٤‏ الزمن بالثواني: 
© أجد قِيّم ٤‏ التي يكون عندها الجسم في حالة سكون. 


© ما الفترات الزمنية التي يتحرّك فيها الجسم في الاتجاه الموجب والاتجاه 


7 6 5 4 3 2 1 
السالب؟ 


((© إذا كان تسارع الجسم صفرًا عندما 4 = ۲ء فما الفترات التي تتزايد فيها سرعة الجسم المتجهة؟ وما الفترات التي 


تتناقص فيها سرعة الجسم المتجهة؟ 
© تكبّرات صوت: يمثل الاقتران: 150 = ار الربح الأسبوعي (بالدينار) لأحد المصانع من 
1 0 + 6% تير : اط نا 


إنتاجه» حيث × عدد مُكبّرات الصوت المبيعة. أجد عدد مُكبّرات الصوت الذي يُحقّق أكبر ربح مُمكن. 


يُمثل الاقتران: 0 < ٤‏ ,4 + 51 - * = (1)ء موقع جسم يتحرّك في مسار مستقيم» حيث 8 الموقع بالأمتار. و الزمن 
بالثواني: 


© ما الفترات الزمنية التي يتحرَّك فيها الجسم في الاتجاه الموجب والاتجاه السالب؟ 


© ما الفترات التي تتزايد فيها سرعة الجسم المتجهة؟ وما الفترات التي تتناقص فيها سرعة الجسم المتجهة؟ 


ج122 


د ه 
تبرير: يُبِيّن الشكل المجاور منحنى الاقتران (3)/. أحدد النقطة 
(النقاط) من بين مجموعة النقاط: [17 ,313,30 ,1 ,116 على منحنى 
الاقتران التي تُحقّق كلا من الشروط الآنية» مُبرّرًا إجابتي: 


© أن تكون إشارة کل من (2) ”] و (:3)”] موجبة. 
0 أن تكون إشارة کل من () ”رو (30)””رسالبة. 


@ أن تكون إشارة (3) ”سالبة» وإشارة (0:)””موجبة. 


تبرير: أستعمل التمثيل البيانى المجاور لمنحنى (3) ”/ لإيجاد كل مما يأتى؛ 


وا 


مبررًا إجابتي: 

© تيم × التي يكون عندها للاقتران /قِيَم قصوى محليةء مينّا نوعها. 
© فترات التزايد وفترات التناقص للاقتران /. 

© فترات التقعر للأعلى وللأسفل لمنحنى الاقتران /. 

© الإحداثي × لنقاط الانعطاف. 


© تحد: أستعمل التمثيل البياني المجاور لمنحنبي الاقترانين (0:)/ و (8)3 


لتحديد الاقتران الذي يُمثل مشتقة للآخرء مُبرّرًا إجابتى. 


© تحد: إذا كانه وط عددين حقيقيين موجبين» فأجد القيمة العظمى 
المُطلّقة للاقتران: "(- 1) د = (3)/ في الفترة [1 ,0]. 


Optimization Problems 


© فكرة الدرس حل مسائل وتطبيقات حياتية على القِيّم القصوى. 
@ المصطلحات اقتران التكلفة» التكلفة الحدّية» اقتران الإيراد الإيراد الحدّيء اقتران الربح» الربح الحدّي. 


مسألة اليوم يحيط سياج ارتفاعه 31/312 بمبنى» ويبعد عنه مسافة 10 1 
: كما في الشكل المجاور. أجد طول أقصر سّلّم قد يصل من 
الأرض إلى المبنى» ويمرٌ فوق السياج مُلامِسًا له. 


١ ١ 3m 


كد د ال لخر و اق اق ال هى ارم غراف اا اة 
استعمالًا في التطبيقات الحياتية والعلمية» مثل: تحديد أكبر ربح مُمكن» أو أقل تكلفة مُمكنة» 
وإيجاد أقل جهد» وأكبر مسافة. 
يُمكِن اتا الخطوات الآتية لحل العديد من مسائل تطبيقات القِيّم القصوى: 
مفهوم أساسي استراتيجية حل مسائل القيّم القصوى 
3 2 عي ع ع 32 2 8 ۶ 3 
1) أفهم المسألة: أقرأ المسألة جيدّاء ثم أحدد المعلومات اللازمة لحل المسألة. 
5 وال 3 ےو 2 7 5 
2( أرسم فخططا: أرسم مخططا يمثل المسألة» ثم أدون عليه المعلومات المهمّة لحل 
ع ع N‏ ج26 ع ع ع 
المسألة» وأختار رمرًا يمثل الكمية التى أريد أن أجد لها أكبر قيمة أو أقل قيمة ورمورًا 
3 . 
للكميات المتغيّرة الأخرى في المسألة» ثم أستعمل المتغيرات لكتابة اقتران قيمته 
القصوى هى القيمة المطلوبة. 
3) أحدّد مجال الاقتران: أجد مجال الاقتران (إن أمكن) للحكم على منطقية قِيّم المُتغيّر 
الناتجة ضمن معطيات المسألة. 


4) أجد قيّم الاقتران الحرجة وقيمتيه عند طرفي الفترة: أجد القِيّم التي تكون 
عندها مشتقة الاقتران صفرًا أو غير موجودة» وقيمتي الاقتران عند طرفي الفترة. 

5) أجد القيمة القصوى المطلوبة: أجد القيمة الصغرى المُطلّقة أو القيمة العظمى 
المُطلقة المطلوبة باستعمال إحدى الطرائق التي تعلَمُتها في الدرس السابق. 


أتذكّر 
الال ر دحو وة 
لقياس الطول» يرمز 
إليها بالرمز دصل 
وترتبط بوحدة السنتيمتر 
عن کی اا 2 


سس 10 ك تسل 21 


و 


أفكّر 
لماذا يكون مجال (1/)3 
فى هذه المسألة هو 


4 > < > 0؟ 


إيجاد أكبر حجم مُمكن 


يعد إيجاد أكبر حجم مُمكن لصناديسق التخزين أحد التطبيقات الحياتية المُهمّة على القيّم 
القصوى؛ فهو يساعد المصانع والمتاجر على الاستفادة من المساحات المتوافرة في تخزين 
البضائع بصورة جيدة؛ مايقلل من مقدار التكلفة. 


صندوق على شكل متوازي مستطيلات» صُنِع من قطعة كرتون رقيقة» مربعة الشكل» طولها 
ف 8» وذلك بقطع 4 مربعات متطابقة من زواياهاء وم الجوانب إلى الأعلى. أجد أبعاد 
الصندوق ليكون حجمه أكبر ما يُمكن. 

الخطوة 1: أرسم مُخططًا. 

أفترض أن × هو طول كل مربع قُطِع من زوايا قطعة 
الك رة الأصلية ويا أن طول القطءة هر د 8 
فإ طول كل جانب من جوانبها بعد قطع المربعات 
الصغيرة منها هو إل (×2 - 8) كما يظهر في 
اة الاو dm‏ 8 


8 dm 


الخطوة 2: أكتب الاقتران الذي أريد أن أجد قيمته القصوى بدلالة مُتغيّر واحد, ثم أَحدّد 
فال 

بين الشكل المجاور أبعاد الصندوق الناتج بعد إزالة 

المربعات الأربعة الصغيرة وطَّىٌ الجوانب. 


صيغة حجم متوازي المستطيلات 7» سه >[ مآ 
بتعويض × = ۸ ,8-216 = س ,8-216 =1 x‏ »ا (8-2) V(x) = (8-2x) x‏ 
باستعمال خاصية التوزيع 64% + 32 - 4% = 


إذنء الاقتران الذي يُمثل حجم الصندوق هو: ×64 + 32- ×4 = (×)7» ومجاله هو: 


.0 > > 4 


أتذكّر 
أجد القِيّم الحرجة في 


أتعلّم 
دك بكرن سس ماد يجن 
اله ا اك لن 
ا اكاك كذ خا 
الطريقة المناسبة لتحديد 
نوع القيمة القصوى 


حب ا را 


: الخطوة 3: أجد القَيّم الحرجة للاقتران وقيمتيه عند طرفي الفترة. 


V(x) = 12x - 64x + 64 بإيجاد مشتقة الاقتران‎ 

ارات الم بال 0= 64 + 12x - 64x‏ 
بقسمة طرفي المعادلة على 4 0= 16 + 16x‏ - 3% 
بتحليل العبارة التربيعية 0= (4 -:4()2 - (3x‏ 
خاصية الضرب الصفري 3X - 4 - 0 or X—-4=0‏ 
يدا كل ادل كم 4 - نر دع 


توجد قيمة حرجة واحدة في الفترة (4 ,0)» هي: ج = × وهذا يعني وجود 3 قِيّم يُمكِن 
المقارنة بينها بحسب نظرية القِيِّم القصوى» وهي: القيمة الحرجة» وقيمتا طرفي الفترة. 
1024 4 412 413 4 

0= )4( ,22 = )647 + )332(7 - )4(7 = )7(7 ,0= )0( 
o‏ 5 5 58 4 
إذن» اكبر حجم للصندوق هو عند قطع 4 مربعات متطابقة من زواياه» طول كل منها 012 ۾ . 
ومن نَم فإن أبعاد الصندوق هي: 

- 8-2 )£( 6 - 8-2 (ھ)‎ 16 £ 
1= 8-2 (7) = yam, w= 8-2 (7) = dm, 7 = dm 

طريقة بديلة: 
a‏ 9 ر قنك “ell‏ 5 00 5 4 

V” (x) = 24x — 64 بإيجاد المشتقة الثانية‎ 

ام 4 _- 4 __ 4\1( 

ریش کم 0 > 32- -64 - )7( 24 = (ج) ”17 
وقاعدته مربعة الشكل» ومساحة سطحه الكلية ١دص‏ 1080 


كمافى الشكل المجاور. أجد أبعاد الصندوق ليكون حجمه 4ه 
x‏ 
أكبرها تمكن. 5-0-8 


إيجاد أقل طول مُمكن 
من التطبيقات الحياتية المُهمّة أيضًا على القِيّم القصوى» إيجاد أقل طول يُمكن استعماله 


لإحاطة حديقة» أو تشيت أغعمدة. 


أتعلّم 

فصل في هذه المسألة أن 
أكتب الاقتران بدلالة > 
بدلا من كتابته بدلالة ر أو 
+ لان دهو الراك 


يُحدّد موقع الوتد. 


و 


أفكر 
لماذا تحدّدت الفقرة 
W0‏ جا 
لدو ت؟ اک 
بالشكل المعطى لتبرير 


إجابتي. 


عمودان طول أحدهما 122 8. وطول الآخر " 4» والمسافة بينهما 12 9» وهما مُثّْتان بسلكين 
يصلان قِمَّةَ كل عمود بوتد عند سطح الأرض كما في الشكل المجاور. أجد الموقع المناسب 
لتثبيت الوتد بين العمودين بحيث يكون طول السلك المُستعمّل أقل ما يُمكن. 


2 
2 


الخطوة 1: أرسم مُخططا. 
أرسم مُخطّطًَّا للعمودين» والسلكين» 
والوتد مُفترصًا أن هو طول السلك 
الذي يصل العمودين بالوتد. 

بنا على الشكل المجاونء فإن: 


W=y+z 


الخطوة:: أكتب الاقتران الذي أريد أن أجد قيمته القصوى بدلالة مُتغيّر واحد ثم أحدّد 

مجاله: 

اآد الما نادوو هن بحن هد ا و ادها لامر ا م و 

عن العمود الآخر هو ×-9. 

أكتب الاقتران ۷ بدلالة متغير واحد: 
نظرية فيثاغورس 4+ = ر 

بأخذ الجذر التربيعي لطرفي المعادلة 6 + y=‏ 

“م +72 -9) دج 


z= )9 - 72 + 4 


W=y+z 


نظرية فيثاغورس 
بأخذ الجذر التربيعي لطرفي المعادلة 
الاقتران المطلوب إيجاد قيمته القصوى 


بكتابة الاقتران بدلالة × 4 + 2م - 9( + 16 + W(x) =x‏ 


إذنء الاقتران الذي يُمثل طول السلك هو: 4 + W(x) =x + 16 +¥ (9 - x)”‏ 
ومجاله هو: 9 > ×> 0. 


| الخطوة 3: أجد القَيّم الحرجة للاقتران وقيمتيه عند طرفي الفترة. 


% -)9 - ×( 


بإيجاد مشتقة الاقتران + 
4 + 9-7( 16+ ¥ 


W(x) = 


7 -)9 - 2 


35 
4 + -9)/د 16+ Vx‏ 
بإعادة كتابة المعادلة 6 + 1/2( - 9) = 64 + x¥ )9-x(”‏ 


بمساواة المشعقة بالصفر 0= 


بتربيع طرفي المعادلة (16 + ) “-و) = (64 + “-و)) × 
باستعمال خاصية التوزيع (-16)9 + )9-x(”‏ × = 64 + ”(-9) × 
بالاختصار (-9) = 4% 

بإيجاد المفكوك للطرف الثاني مر + 18- 81 = 4x‏ 

بإعادة كتابة المعادلة 0= 81 - 18x‏ + 3% 
بقسمة طرفي المعادلة على 3 0= 27 - 6% + ¥ 
بتحليل العبارة التربيعية 0= (9 + )(3- (x‏ 
خاصية الضرب الصفري 0 - 9 + or‏ 0 - 1-3 

بحل كل ادل ل 9- X=‏ 3-3 


بما أن 9- = بد خارج المجال» فإتها تهمل: 


بناءً على ذلك توجد 3 قِيّم يمكن المقارنة بينها بحسب نظرية القِيِّم القصوى» وهي : القيمة 
الحرجة» وقيمتا طرفى الفترة. 


W(0) x16, W(3) =15, W(9) x 17.8 


إذن» يجب تثبيت الوتد على بعد 113 3 من العمود الأقصر؛ ليكون طول السلك المُستعمّل 
لتثبيت العمودين أقل ما يمكن» وهو 10 15. 


الشكل قرب نهر كما في الشكل المجاور, 
وحدّد مساحة الحظيرة ب “70 245000؛ 


لتوقير كمية عشب كافية لأغتامه. 
أجد أبعاد الحظيرة التي تجعل طول السياج أقل مايُمكن» علما بأنَّ الجزء المُقابل للنهر 


إيجاد أقرب مسافة 


سأتعرّف في المثال الآتي كيف أجد أقرب مسافة بين شخصين بتطبيق مفهوم السرعة» 
والمسافة» والزمن. 


© مثال 3 : من الحياة 

تتدرّب إسراء وأميرة يوميًا استعدادًا السباق العَذُو (المارثون). في أحد الأيام» انطلقت إسراء 
من منزلها الذي يقع على بد ) 20 شمال منزل أميرة الساعة .2.152 9:00: وانّجَهت جنوبًا 
بسرعة 1072/13 8. وفي الوقت نفسه. انطلقت أميرة في اتجاه الشرق بسرعة 142/12 6. 


2 
عه روم 


في أيّ ساعة تكون إسراء وأميرة أقرب ما يُمكِن إلى بعضهماء علما بأنّ كلا منهما ركضت مدّة 
2.5h؟‏ 


1 
4 4 


الخطوة 1: أرسم مُخططا. 
أرقي أذ محرا يذات ال كشن سن النقطة روصل 
إلى النقطة [بعد٤‏ ساعة:؛ وأنَّ أميرة انطلقت -في الوقت 
نفسه- من النقطة 4» ووصلت إلى النقطة 8 بعد ساعة. 


20 km 


وك ان تقد ارا ف آم هاا ماف عو ركو 


ع 


باستعمال نظرية فيثاغورسء فإن: 


s = JB - ١ JA + AB 


أتذكّر 
اجا السات اجرب 
SI)‏ 


4 7 


أفكّر 
ادال تا الق التي 
نکر عد ا )5 2 


موجودة؟ 


و 


الخطوة 2: أكتب الاقتران الذي أ 
مجاله. 


ع مع س 2 ك 
ريد أن جد قيمته القصوى بدلالة متغير واحد» ثم أحدد 


أكنب اققران المسافة بين إسراء وأميرة بدلالة الزهن ۲ 


المسافة ۸[ JA=20- 8f‏ 
المسافة AB = 6t A8‏ 
الاقراة ارت اا هه اف s = JB = JA + AB‏ 
بكتابة الاقتران بدلالة ۲ 6( + 89 - 20( = )د 
اط 0 + 3201 - 1001 = 


إذنء الاقتران الذي يُمثل المسافة بين إسراء وأميرة هو: 400 +3206 - 1001 = (4)» 
ومجاله هو: 2.5 > 1 > 0. 
الخطوة 3: أجد القِيّم الحرجة للاقتران وقيمتيه عند طرفي الفترة. 


1001-0 


بإيجاد مشتقة الاقتران = )”5 
0 +320 - 1/1001 
سانا ال اا 5 100-160 
0 + 3201 - 1/1001 
E AS‏ 0 -160-غ100 
بح اا t=1.6‏ 


توجد 3 قِيّم يمن المقارنة بينها بحسب نظرية القَيَّم القصوى» وهي : القيمة الحرجة» وقيمتا 
طرفي الفترة. 


5)0( = 20, 5)1.6( = 12, 5)2.5( =5 


إ ذف تک ر نإ راد واميرة اقرب ها يكن إلى بحضهما بد 1.6 ساعة من بد كل عنهها الركقن؟ 
أي الساعة .3.522 10:36 


انطلق قطار من إحدى المحطات 
الساعة .8.12 10:00. وتحرّك في 
اتجاه الجنوب بسرعة 142/1 60 
حيث المحطّّة التالية. وفي الوقت 
نفسه. انطلق قطار آخر نحو الغرب 
بسرعة 10/13 45ء ثم وصل إلى محطّة انطلاق القطار الأول الساعة .2.12 11:00. في أيّ 
ساعة يكون القطاران أقرب ما يُمكن إلى بعضهما؟ 


تطبيقات اقتصادية 


َد إيجاد أعلى ربح أو أعلى إيرادء أو أقل تكلفة لمُنتّج مُعيِّن أحد التطبيقات الاقتصادية 
المُهمّة على القِيّم القصوى. 

يُطلّق على الاقتران الذي يُمثل تكلفة إنتاج × قطعة من نتج مُعبّن ام [ 2570 
function)‏ 6056 ورمز إليه بالرمز (0)30. ويُطلّق على مُعدّل تغيّر © بالنسبة إلى اسم 
6 50م» لدداع :ددم )؛ ما يعني أنَّ اقتران التكلفة الحدّية هو مشتقة اقتران التكلفة 
(001)3. 
أمّا الاققران الذي يُمثل إيراد بيع × وحدة من مج مين د 
»)revenue function)‏ وبر مز إليه بالرمز ()2. وأمّا مشتقة اقتران الإيراد (1/)3 فتسمّى 
الإيراد الحدّي «(marginal revenue)‏ وونل دل 8 الإيراد بالنسبة إلى عدد القطع 
ا 


بناءً على ما سبق» فإن ربح بيع × قطعة من منج مُعيّن يعطى بالاقتران الآتي: 


P(x) = R(x) - C(x) 


حيث (8)1 هو اقتران الربح «(profit function)‏ والربح الحدّي )marginal profit)‏ هو 


مشتقة اقتران الربح (8/):0. 


© مثال 4 : من الحياة 

لا إذارة أ حك ال مارح أن رط عد احفر لر فاه 1000 فخ إذا كان 
إدار بح ان متو ص ما هو حصن 

سعر بيع التذكرة 26 (11, وأنَّ عدد الحضور يزيد بمقدار 50 شخصًا مُقابل كل دينار يُخصَم 

من سعر التذكرة. إذا كان مُتوسّط ما يُنفقه كل شخص 4 (1[ على الخدمات داخل المسرح» فما 

سعر بيع التذكرة الذي يُحقق للمسرح أعلى إيراد؟ 

الخطوة1: أجد اقتران الإيراد. 

أفترض أوَلَا أن د هو المبلغ الذي خصمته إدارة المسرح من سعر التذكرة الأصلي. ويما أن 

عدد الحضور يزيد بمقدار 50 شخصًا مُقابل كل دينار يُخصّمء فإنَّ عدد الحضور يزيد بمقدار 


و 


أفكّر 
ما مجال الاقتران (۸)۸ 


1 مقا × دينار: 
في المثال؟ بل كل × دينار 
اقتران الإيراد (الإيراد من إنفاق كل شخص) + (الإيراد من التذاكر) = ()۸ 
بالتعويض (4 × عدد الأشخاص) + (سعر التذكرة × عدد الأشخاص) = 
بالتعويضس 4 50x)(26- x) + (1000 + 50x) x‏ + 1000( = 
بالتبسيط 0 + :500 + 50 = 
إذنء الاقتران الذي يُمثّل الإيراد هو: 30000 + :500 + 50- = (8)3. 
أفكّر 4 ل و 
الخطوة 2: أجد قيمة × التى يكون عندها الإيراد أعلى ما يمكن. 
هل توجد طريقة بديلة : 00 
00 أجد الإيراد الحدّي (×)۸» ثم أجد القيمة الحرجة للاقتران (1):6 عندما 0 = (2) '20: 
الإيراد الحدّي 500 + 100- = R' (x)‏ 
بمساواة الإيراد الحدّي بالصفر 0 = 500 + —-100x‏ 
x= 5 N‏ 
أتعلّم 


1 أستعمل اختبار المشتقة الثانية لتحديد نوع القيمة الحرجة عندما 5 = ×: 
من الأسهل في هذه 

R”(x) = 0 بإيجاد المشتقة الثانية لاقتران الويراد‎ TT 
R” (5) = -100 > 0 × = 5 ال ا بتعويض‎ 
اختبار المشتقة الأولى»‎ 


وهار ال ا 


ألاحظ أنه تو جد قيمة عظمى مُطلّقة عندما 5 = ×. 


إذن» بُحقق المسرح أعلى إيراد إذا حمُّض سعر التذكرة بمقدار 5 0[؛ أي إذا أصبح سعرها 


D21 | 


يبيع متجر 200 شاشة تلفاز شهريًا بسعر 350 (1[ للشاشة 


الواحدة. وقد أشار مسح للسوق أَعَدَّهُ خبير التسويق في 
المنجر إلى أنَّ عدد الشاشات المَبيعة شهريًا يزيد بمقدار 


0 شاشة عند كل خصم مقداره 10 [من سر الشاشة 
الواحدة. أجد سعر بيع الشاشة الواحدة الذي يُحقَّق للمتجر أعلى إيراد مُمكين. 


إيجاد أكبر زاوية 


يحرص محترفو التصوير على تحديد الموقع الأمشل لكاميرا التصوير» الذي تكون فيه زاوية 
تصوير العدسة أكبر ما يمكن؛ لالتقاط أفضل صورة. ويستطيع هؤلاء المحترفون استعمال 
الق القصوى لتحديد قياس هذه الزاوية. 


مثال 5 : من الحياة 

يريد مُصوّر التقاط صورة للوحة ارتفاعها )1 4. 
وهي مُعلّقة في معرض فني. إذا كانت عدسة 
الكاميرا تقع أسفل الحافة السفلية للوحة 
بمقدار ۴٤‏ 1 كما يظهر في الشكل المجاورء 
فأجد بُعْد الكاميرا اللازم عن اللوحة لتكون 
زاوية تصوير عدستها (6) أكبر ما يُمكن. 


الخطوة 1: أكتب الاقتران الذي أريد أنْ أجد قيمته القصوى بدلالة مُتغّر واحد. 
يظهر من الشكل أن ظلّ الزاوية 8 التي يراد إيجاد أكبر قيمة لها يعطى بالمعادلة الآنية: 
tan Û = tan (0 — «)‏ 
اتب ل الواوية 8 بدلا التشيّرء: الذى يُمثل يشل العدسة عن الالوخة: 
الاقتران المطلوب إيجاد قيمته القصوى )« -6) tan Û = tan‏ 


2 سه tan 6 - tan a‏ 
متطابقة ظل الفرق بين زاويتين تا ا تك 1 
tan (tan a‏ + 1 


و 


أ 


أفكر 
أيُهما أفضل لتحديد 
نوع القيمة الحرجة في 
هله الاك اعمال 
اختبار المشتقة الأولى أم 
اعمال الغهار الله 


الثانية؟ أبرر إجابتي. 


41 5 
.tan 0 = إذن:‎ 
0 2+5 8 


الخطوة 2: أجد القِيّم الحرجة. مُحددًا نوعها. 


بإيجاد مشتقة الاقتران (420)23) - (5()4 + x 08 (x‏ 8 “عمو 
dx ( +5)‏ 
2 
بالتبسيط ا 0 48 sec 8 x‏ 
(5+ م dx‏ 
2 
ارا ا e‏ 
(x +5)‏ 
بعسار !4 الا اکر 0= 4 - 20 
بحل المعادلة ل وإهمال قِيّم × السالبة X= N5‏ 


أستعمل اختبار المشتقة الأولى لتحديد نوع القيمة الحرجة: 


الاح من اعبار اتمه الآرلى وة ا عقي ا دا لكين 

إذن» يجب أن يكون بُعْد الكاميرا عن اللوحة ]1 4/5 لكي تكون زاوية تصوير عدستها أكبر 
ا 

نظرت سارة إلى لوحة مُعلّقة على حائط في منزلهاء ارتفاعها ١‏ مترّاء وارتفاع حافتها السفلية 


4 مترًّا فوق عينها كما في الشكل المجاور. 
كم مترًا يجب أن تبتعد سارة عن الجدار 


لتكون زاوية نظرها 0 أكبر ما يُمكِن؟ 


84 بے 6ے ص 


تطبيقات في المستوى الإحدائي 


يوجد كثير من تطبيقات القِيّم القصوى في المستوى الإحداثي» مثل: إيجاد أقرب نقطة على 
منحنى اقتران من نقطة معلومة» وإيجاد أكبر مساحة مُمكنة لشكل مرسوم داخل منحنى اقتران. 


أجد النقطة (النقاط) الواقعة على منحنى الاقتران: ¥ - 4= (×) f‏ التى هى أقرب ما يُمكِن 
إلى النقطة (2 ,0). 


2 


الخطوة 1: أرسم مُخطّطًَا. 
أفترض أنَّ النقطة الواقعة على منحنى الاقتران (3)/ .هي 
([,:3)» وأنَّ 4 هي المسافة بينها وبين النقطة (2 ,0). 
امال قافوة الا بين قطي فن الاقران اللاي 
يكل السدافة ‏ يكت كما يأتى : 


*(2 -م) + (0 - d=)‏ 
الخطوة 2: أكتب الاقتران الذي أريد أن أجد قيمته القصوى بدلالة مُتغّر واحد. 
بما أن النقطة (/[,6:) تقع على منحنى الاقتران )ل فإن: # - 4 = ()/ = ل. 
أكتب الاقتران 4 بدلالة مُتغيّر واحد: 
الاقتران المطلوب إيجاد قيمته القصوى (2 -2 + ¥ - 4 


بكتابة الاقتران بدلالة : “( - 2) + ل - )4 
إذنء الاقتران الذي يُمثل المسافة بين النقطتين هو: 2(ث/د - 2) + ۷= (4)30. 
الخطوة 2: أجد القَيّم الحرجة. مُحددًا نوعها. 


(- 2)2 حير 
۶( 2( + 2ا 


بمساواة المشتقة بالصفر 0 = 


بإيجاد مشتقة الاقتران = d(x)‏ 


(د- 2)2 سير 
( 2( + 2 


بمساواة البسط بالصفر 0 - 2 - 2)2 سير 


4x + 2% =0‏ عر 


بالتبسيط 0= 2% + -3x‏ 
بإخراج د عاملًا مشتركًا 0 = (ثمرد + x(-3‏ 
أتعلم ام العترب الصشري 2-0 +3- x=0 Or‏ 
نح ا بحل كل المعادلة × + = معنم 
4 عد (3)/ متماثل 5 ع 
| أستعمل اختبار المشتقة الأولى لتحديد نوع كل قيمة حرجة: 

حول المحور ل وهذا 
9 +++ س 44+4 ہے یی سے 
يفسر وجود نقطتين على 


عا تان اال 


نفسها عن النقطة (2 ,0). 


أجد النقطة (النقاط) الو اقعة على منحنى الاقتران: 1/836 = (×) f‏ التى هى أقرب ما يُمكن 


إلى النقطة (2 ,4). 


قطعة كرتون طولها ٥۳‏ 24ء وعرضها 123 9 ازيل منها مربعان 
متطابقان ومستطيلان متطابقان كما في الشكل المجاورء بحيث 
أمكن طيِّهاء وتكوين صندوق له غطاء منها: 

© أكتب الاقتران ()/1 الذي يُمثل حجم الصندوق. 

© امال الف و 


© أجد أبعاد الصندوق بحيث يكون حجمه أكبر ما يُمكِن. 


|> ها |> ها 


<| 


اح بخ ا 
اح بخ ا 


اح 4| 


© أجد النقطة الواقعة على منحنى العلاقة: 4 = مر + <4 التي هي أقرب ما يُمكِن إلى النقطة (1 ,0). 


يُيّن الشكل المجاور مستطيلًا مرسومًا داخل مثلث قائم الزاوية. 

وهو متطابق الضلعين» وطول قاعدته 2 وحدة طول: 

© أجد الإحداثي ر للنقطة 2 بدلالة ×. 

@© أكتب مساحة المستطيل بدلالة ×. 

0 أجد اكير مساحة كك للمستظيل: 

© أجد أبعاد المستطيل التي تجعل مساحته أكبر مايُمكن. 

ين الشكل المجاور كتلتين مُعلّقتين جنبًا إلى جنب في زنب ركين. ويُمثل 


الاقتران: 1 ١1ء‏ 2 = ,5 والاقتران:24 5112 = رى موقعى الكتلتين على 
الترتيب» حيث ,5 و ,5 الموقعان بالأمتارء و الزمن بالثواني: 


© أجد قيمة (قِيّم): التي تكون عندها الكتلتان في الموقع نفسه. 


حيث: 0 < 1. 


© أجد قيمة (قِيّم)+ التي تكون عندها المسافة الرأسية بين الكتلتين 
أكبر ما يمكح حيث : 27 8 0. 


يُمثْل الاقتران: :0.53 - 150 = م سعر البدلة الرجالية (بالدينار) الذي حدّدته إحدى الشركات؛ حيث × عدد البدلات 


المبيعة. ويُمثل الاقتران: د0.25 + 4000 = (0)3 تكلفة إنتاج ند بدلة: 


0 أجد اقتران الإيراد. 


©© أجد اقتران الربح. 


© أجد عدد البدلات اللازم بيعها لتحقيق أكبر ربح مُمكنء ثم أجد أكبر ربح مُمكن. 


© أجد سعر البدلة الواحدة الذي يحقق أعلى ربح مُمكِن. 


المَدَان هو وحدة مساحة 
تقريبًاء وتستعمّل عادةً 
لتحديد مساحات الأراضى 
الزراعية الشاسعة. 


٠. 
٠. 
3 
٠. 
٠. 
3 


تنج مزرعة للتفاح 30 صندوقًا من الشجرة الواحدة تقريبًا عند زراعة 20 شجرة في كل 
َذَان من الأرض. ويقل إنتاج الشجرة الواحدة بمقدار صندوق عند زراعة شجرة إضافية 
في كل فَدّان بسبب قرب الأشجار الشديد بعضها من بعض. ما عدد الأشجار التي يجب 
زراعتها في كل فَذَانَ لتحقيق أكبر إنتاج مُمكن؟ 


لدی مُزارع 8 مترًا طوليا من سیاج» يرغب في استعماله كاملا لتسييج حقل رَعْي على 
شكل قطاع دائريء زاويته 0 بالراديان» في دائرة نصف قُطرها 7 مترّا كما في الشكا 
المجاور: 


© أثبت أنَّ طول السياج اللازم إحاطة الحقل به هو: (2 + 7)0 -8. 


اعت 50 .2 1 
© أثبت أن مساحة القطاع هي: 4 ند Aa‏ 


© أجد نصف فَطر القطاع بدلالة ٨‏ الذي تكون عنده مساحة الحقل أكبر ما يُمكن. 


تقع النقطة”1 على دائرة الوحدة التي معادلتها: 1 = ًل + د عند 
Tas 4 ۰‏ ۳ 3 
المجاور: 


© أثبت أن معادلة المستقيم ۲ هي: 


xX cos 0 + ysin 0=1 


© أثبت أنَّ مساحة شبه المُنحرف 0808 تعطى بالاقتران الآني: 


2 — sin 0 


2 cos 0 


3© أجد قياس الزاوية 0 الذي تكون عنده مساحة شبه المُنحرف أقل ما يُمكن. 


بين الشكل المجاور نافذة مُكوّنة من جزأين؛ أحدهما علوي على شكل نصف 
دائرة قَطْرها 122 × والآخر سفلى على شكل مستطيل عرضه 1:12 وارتفاعه 10 /[. 


صنع الجزء العلوي من زجاج مَلوّن يسمح بمرور 1 وحدة ضوء لكل متر مربع» 

وصّنِع الجزء السفلي من زجاج شاف يسمح بمرور 3 وحدات ضوء لكل متر 

مربع. أجد قيمة كل من × وازالتي تجعل كمية الضوء المارٌ خلال النافذة أكبر ما E‏ 
بُمكن» علمًا بان مه 10 من المعدن الرقيق استعيل في تشكيل إطار النافذة كاملاء xm‏ 

بما في ذلك القطعة الفاصلة بين الجزأين. 


ym 


يُمارس يوسف هواية ركوب الدرّاجات. وفي أحد 
الأيام» انطلق على درّاجته من البيت عند النقطة 4 إلى 
المدرسة عند النقطة 8. مارًّا بالنقطة 7 الواقعة على 
حافة الطريق السريع كما في الشكل المجاور: 


© إذا كان الاقتران 1 يُمثّل المسافة التي يقطعها 
م من الت إلى العفو فاي2 
بدلالة ×. 


م 417 2 
© أثبت أنه ذاكان: 0 = ع فإن: 8 .Sİn o = sin‏ 


a 


© أجد قيمة × التي تجعل المسافة التي يقطعها يوسف أقل ما يُمكِن. 


علبة بسكويت أسطوانية الشكل» لها غطاء مُحكم يتداخل مع العلبة بمقدار ٥۳‏ 1 كما في 
الشكل المجاور. إذا كان نصف قَطْر العلبة والغطاء ۳ء وصّنِعت العلبة والغطاء من 
صفيحة رقيقة مُلائمة للأغذية» مساحتها مء 75 من دون أي هدر في المواد في أثناء 
عملية التصنيع» الى عن الأسئلة الثلاثة الآنية تباعًا: 

© أجد قيمة × التي تجعل حجم العلبة المغلقة أكبر ما يُمكن. 

© أجد النسبة المئوية للجزء الذي استعمل من الصفيحة لصنع الغطاء عندما كان الحجم أكبر ما يُمكن. 


يمتدٌ مسار للركض شرقًا من النقطة 4 إلى النقطة 8 مسافة 5 200, 
وتقع النقطة ٥‏ على بحد 1 80 شمال النقطة 8. 

انطلق راكب على درّاجة من النقطة 4 إلى النقطة 1 بسرعة 22/5 10ء 
حيث تقع النقطة (1 على بُعدند مترّاغرب النقطة 8 ثم سار في طريق 


مستقيم وَعِر من النقطة 2 إلى النقطة ٥‏ بسرعة 172/5 6: 


© أجد اقترانًا بدلالة × يُمثل الزمن الذي سيستغرقه راكب الدرّاجة في الانتقال من النقطة 4 إلى النقطة 6. 


© بافتراض أن × قيمة مُتغيّرة أجد قيمة × التي يكون عندها الزمن اللازم للانتقال من النقطة 4 إلى النقطة © أقل ما 


© ين الكل المجاور مدخلين لحديقة عامة عند 
النقطة ۸ والنقطة 0» ويمكن الوصول إلى هذين 
المدخلين من طريقين عموديين على ضلعي 
الحديقة. أرادت البلدية إنشاء طريق جديد يصل 
بين الطريقين النديمين» ويم بالتقطة 8 التي مل 
رة الحديقة؛فاخنارت الفط 2 وة 
على الطريقين ليكون طول الطريق الجديد أقصر 
مايُمكِنء علمًا بأنَّ النقطة 4 تقع على بُعْد 6102 من النقطة ©. أجد قيمة × التي تجعل طول الطريق الجديد أقصر 
ھا کر 


مهارت التفکیرالداا ا 


© تبرير: يقف رجل عند النقطة 4 على شاطئ بحيرة دائرية نصف 
تطرها د 4 وهر يريد الوضول إلى القطة © المقابلة تماما للنقطة 
4 على الجانب الآخر من البحيرة» في أقصر وقت مُمكن كما في 7 
الفسكل المجاورء يمكن لار جل أن يجيف بزورق من النقطة 4 إلى 
النقطة 8 بسرعة 1112/12 23 ثم يركض حول حافة البحيرة بسرعة 
/. أحدّد موقع النقطة 8 ليصل الرجل من النقطة 4 إلى 
النقطة ٥‏ في أقل وقت مُمكن؟ أبرّر إجابتي. 


5 5 1 ١ él E 
:2 ۲۳ بين الشكل المجاور مثلثاء قياس إحدى زواياه ۳۵ » ومُقابلها ضلع طوله‎ 
.4 = و٣‎ 20 - 605 20 + 1 أثبت أنَّ مساحة المثلث 4 تعطى بالاقتران:‎ 


ت 


أجد مجال الاقتران في السؤال السابق. 


أ 


ثبت أنَّ أكبر مساحة مُمكنة للمثلث هى: مه ( 2+ 1(. 


© © © 5 


اختبار نهاية الوحدة 


أختار رمز الإجابة الصحيحة في كل مما يأتي: 


1 مثلث قائم الزاوية» ساقاه × ول[» ووتره2. إذا كان: : 


کک رىن. لك 3ک نو “4 وززما 4 ی ` 
1= وكان: 2 3 = فان عندما 4 = تن : 
و3 = هي 

d) 5‏ 2 ك0 1 b)‏ س 


6 القيمة العظمى المُطلّقة للاقتران: 6+ #+-×4= ()/ : 


في الفترة [4 ,0] هي: 

b) 2 c) 10 0( 2‏ 6 (ه : 
3 الإحداثي × لنقطة انعطاف الاقتران: 

a a= يروت‎ FRET 

b) 1 0 3 d) -1 


4) قيمة × التي تكون عندها قيمة عظمى محلية للاقتران 
“زد يم رقع كت زمار هي: 
7 
> إن 


5 7 
د( 5- م 


05 إذا كانت الفترة [25 ,1] هي مجال الاقتران المتصل ي : 
الذي مداه [30 ,3]» وكان: 0 > (×) f‏ لجميع قَیّم × : 


بن 1 و25 إن (25)رتساوي: 


b) 3 c() 25 d) 30 


قائم الزاوية» طول وتره 10 وحدات» هي: 


b) 5 © 48 d) 0 


5 


0 (ه : 


: a( 3 


1 8 :يي ۴ 
: أجد فترات التقعر للأعلى وفترات التقعر للأسفل ونقاط 


6 القيمة العظمى (بالوحدات المربعة) لمساحة مثلث : 


24 (ه : 


7 إذا زاد حجم 5 بال cm*/min‏ 24. وزادت 
O E‏ قاد طول 
ضلعه فى تلك اللحظة هو: 


a) 2cm b) 21/2 حت‎ 
c) 4cm d) 8cm 
عدد النقاط الحرجة للاقتران:‎ 8 
تار هو:‎ = )-2(* )× + 3( 
a) 1 b) 2 © 3 d) 5 


| أجد القيمة العظمى المُطلّقة والقيمة الصغرى المُطلقة (إِنْ 


وجدت) لكل اقتران مما يأتي في الفترة المعطاة: 
[1 ,5-] , د - 3= )م 9۱ 

ا ت 
[6 1-ا, چ = (2)/ 89 
f) = xe” , ]-3, 1‏ ® 


12 f(x) = 3cos x, [0, 2r] 


أجد فترات التزايد وفترات التناقص لكل اقتران مما يأني؛ ثم 
أجد القَيّم القصوى المحلية (إِنْ وجدت) لكل اقتران: 
f) =x e‏ 4 + =( 8 


3 
[nx‏ - = = )مر 15١‏ 
الانعطاف (إن وجدت) لمنحنى كل اقتران مما پا 


4 + يرو - ترق - ثرح زمر 16١‏ 


8-7 = وار 16 


2 

1 
SE‏ إن 17 
حي - 0 


اختبار نهاية الوحدة 


أستعمل التمثيل البيانى 
المجاور لمنحنى y = 7) ۲ (x)‏ 

X 5 8‏ 
لويجاد كل ممًا ياتي: 


8 لدی مزارع ۳ 400 من السياج» وهو يريد تسييج حقله 
الذي يأخذ شكل شبه مُنحرف» ويوجد على حافة النهر 
كما في الشكل التالي. إذا كان طول أحد الضلعين 
المتوازيين يساوي 3 أمثال طول الضلع الآخر» فأجد 
أكبر مساحة يُمكن للمُزارع أن يحيطها بهذا السياج» 
علمًا بِأنّ الجزء المُقابل للنهر لا يحتاج إلى تسيبج. 


8 فترات التقعّر للأعلى وللأسفل لمنحنى الاقتران /. 


0 الإحداثى × لنقاط انعطاف منحنى الاقتران /. 


يُممّل الاقتران: :0.0023 - 5.00 = (8)م سعر منت : 
(بالدينار) في إحدى الشركات» حيث #دعدد القطع من : 
المُنتّح. ويُمثْلٍ الاقتران: :1.103 + 3.00 = ()0 تكلفة : 
إنتاج × قطعة (بالدينار) من المُنتح: : 


04 أجد اقتران الإيراد. : 9© يرتفع بالون رأسيا فوق مستوى طريق مستقيم بمعدل 
6/58 1. وفي اللحظة التي كان فيها البالون على ارتفاع 
2 أجد اقتران الربح. 3 ّ 
1 ]1 65 فوق سطح الأرض» مَرّت أسفله درّاجة تتحرّك 

3 أجد عدد القطع اللاز المُسّح لتحقيق أكبر : 

جد دد القطع اللازم مھا مسن المنتج لتحقيق اكب + ہے 8/5 17 كما فى الكل التالى. جد سرعة 

مُمكنء ثم أجد أ مُمكن. : م ١‏ 

رح ممكن» تي اجد و مده | ا 

24 أجد سعر المنتج الذي يُحقق أكبر ربح ممكن. : اللحظة. 


© يُبيّن الشكل التالى منحنى الاقتران (3)/. أي النقاط ' 
الواقعة على المنحنى تُمثل نقطة صغرى أو نقطة عظمى : 
ا دكن اوی اغ 0 


الوحدة الأعداد المُركبة 
Complex Numbers‏ 


ما أهمية هذه 
الوحدة؟ 
E ES‏ ا اک أي معادلة كثير حدود 
بصرف النظر عن نوعها؛ ما جعلها أحد أكثر الموضوعات 
الكاميرات الرقمية» وأجنحة الطائرات» وإشارات 
الهواتاف#/#المححمولة: اباط الدارات 
الكهربائية. 


3 


: حك‎ 
SS ASAS 


O J‏ ل يي إن 
العوامل» واستعمال القانون العام. 


حرم هيات احبر ادر 
نظرية الباقي» ونظرية العوامل. 


تمثيل المتجهات في المستوى 
الإحداش كر بات ا 


Bk 98 


ا 


۵ حت ا ا ا با 


°| ا 1 
0 م 

arr IES 17 Fa‏ 0 1-5 ستكركم 

ق ستعمل E 0 EEE‏ الوحدة)» في الصفحات (20-22) من كتاب 


۵ 
0 التمارين؛‎ |S ١ 
7 "1 اع‎ Ey ا‎ ١ N 


سأتعلّم في هذه الوحدة: 


عبر ا المركب» وتمثبله في المستوى 
U‏ ل ةلا 


اج راء العمليات الحسابية على الأعداد 


ol 


E 


معلومة 
تمل الأعداد التخيّلية 
ركيزة أساسية في علم 
الهندسة الكهربائية. 


افترض عالِم الرياضيات الإيطالي جيرولامو كاردانو قديمًا أنَّ القيمة: 
1-/ تُمثّل حلا للمعادلة: 0 = 1 + د. هل يبدو ذلك منطقيًا؟ 


الأعداد المُرِكّبة 


Complex Numbers 


ف العدة ال کي اماد سه رقاسة رقا اا الع عا ي 

ال الل العده الفا ء العدة الكركيء الج التق الحو اللي كر افق العذه 
ال به قباس الغله ال كي سك العذهالكركي» السعة الرسسية 
ادوا كيه الصورةالعلفة للعلة الي ي 


الوحدة التخبّلية والعدد التخيّلي 
فاتتيياة ال ی عنس ا ا اسار لت اسلياه 
فان الناتج سيكون: 
XxX = -1‏ 

x= +¥ -1‏ 
وهذا غير مُمِكِن؛ لأنَّ مربع أيّ عدد حقيقي لا يكون سالبًا. 
لكنّ علماء الرياضيات تمكّنوا من حل هذه المعادلة بابتكار توسعة للنظام العدديء تمثّلت في إضافة 
(imaginary unit) ESE TE)‏ رمز إليها بالرمز ة» وعَرّفت لتحقق المعادلة: 1- = 1. 
دنا على وديلنة ون د 3 a‏ سه ترب e CI e‏ 
3 امت انا را شی اعدا 
يُطلّق على العدد الذي في صورة: ۸= حيث ۸ عدد حقيقي مو جب» ام ]56713085 
numb)‏ inaryعaصi).‏ ويمكن إيجاد الجذر الرئيس للعدد الحقيقي السالب (۸-) على 
النحو الآتي: 


عاك درس كاك" 


0 1 
يكتب الرمز ة على يمين 
العدد المضروب فيه. أمّا 
إذا كان مضروبًا في متغير 
أو جذرء فإنَّهِ يُكتّب على 
بسار الك او االمجادرو: 
1X 2I VAL‏ 51 


أتعلّم 
إذا كان © و5 عددين 
حقيقيين موجبین» فإنَ: 
NB -7‏ لكنّ 
ذلك غير صحيح للأعداد 
ااال وال ا 


و 


أجد قيمة الجذر الرئيس في كل مما يأتي بدلالة 1: 


© /-16 
V-16 =“ =1 x 6 
1-/ك‎ 6 


TTK 1-7 


بالتحليل 
خاصية ضرب الجذور التربيعية 
تعريف الجذر الرئيس للعدد 1- 
17-2 © 
2 36 × 1- = 72-/1 
x ¥36 x12‏ 1- = 
i x 6 ×2 = 72‏ = 


بالتحليل 


تعريف الجذر الرئيس للعدد 1= 


أجد قيمة الجذر الرئيس في كل مما يأتي بدلالة 2: 


b) 1/9 


a) 1/5 


ضرب الأعداد التخيّلية 


3 
2 


يتطلّب ضرب الأعداد التخيّلية كتابتها ارلا بدلالة 4 ثم استعمال خاصيتي التبديل والتجميع 
لكتابة الناتج في أبسط صورة» كما هو الحال في ما يأتي بالنسبة إلى الجذرين الرئيسين 
للعددين: 9- و 4- (بافتراض أنَّ1 = 1-/6: 

V-9 د »ا‎ -4 - 11/9 x 4 


SIX 21 


= 6i = 6)-1(= -6 


أتذكّر 
٠‏ خاصية التبديل للضرب: 
إذا كان طا ,© عددين 
0 5" 4 
٠‏ خاصية التجميع لا 
إذا كانت »6 ,ط ,4 أعدادًا 
(bxc)‏ »كه (axb)xc=‏ 
٠»‏ إذا كان © عددًا حقيقيًاء 
وكان 7 و72 عددين 
م ن 
(a")” = a”‏ 
٠‏ تبقى الخصائص الثلاث 
السابقة صحيحة إذا 
كت 0 رن E‏ 


و 


5 1 


أتذكّر 
العدد (1-) مرفوعًا إلى 
ا زوجي يساوي (1)» 
ا فردي 
يساوي (1-). 


أجد ناتج كل ممّا يأتي في أبسط 


بالتحليل 
خاصية ضرب الجذور التربيعية 


بافتراض أنَّ 4 = 1-/: 


صورة مُفترضًا أنَّ 8 = 1-/1: 


2 


© /-8</-18 

x 8 xV—1 8‏ 1-/و - 18-/1 »ا 8 ليه 
x 7/18)‏ 1-/0( 1/8 »ا W-1‏ = 
(ix ¥8) x (i x 7/18)‏ = 


= (i xi) x (V8 x7 18) خاصيتا التبديل والتجميع للضرب‎ 


خاصية ضرب الجذور التربيعية 


بالتبسيط: 1- = ”1 


بالتحليل 
خاصية ضرب الجذور التربيعية 


افراع أن 21 1دان: 


خاصيتا التبديل والتجميع 
بالضرب 
بالتبسيط: 1- = 1 


خاصية قوّة القوّة 
بالتبسيط: 1- > “2 


بالتبسيط: 1- = '(1-) 


6 من‎ e 0 7 


9 j 


= i” x 4 


2---12 1ه ع 


© 5: > ./-4 
51 »ا‎ ١/ -4 - 51 »/-1 x4 
- 57» 1/-1 >14 
ح‎ 5112 
= (2x5) xixi 
= 101“ 


= 10× -1 = 0 


أجد ناتج كل مما يأتي في أبسط صورة مُفترضًا أن :V/-1=‏ 


a) ¥ -27 x ¥۷ ~48 b) ¥ -50 x -47 


الأعداد المُركبة 


(complex number) FEIT TT‏ هو عدد يُمكن كتابته فى صورة: 18 + 4» حيث 
أتعلم و ا عددان حقيقيان. يتكوّن العدد اركب من جرْء حقيقي (0351 7621) هو العدد 0» 
الجزء التخيلي هو ط» وَجَرْءَ )imaginary part) ES‏ هو العدد 2. 
عند كنابة الد د الثر كي فى وة £106 0ا له يكن مكدركا بالصورة اة 
الإ فس الور اقاس لدا كي أن الأعدا اى اعدا ول 
يُمكِن كتابة أي عدد حقیقی © في صورة: 01 + 4؛ وهو عدد مُرکّب» فيه 0 = ط. 


3 


ألاجظ أيضًا أن الأعداد اللتخيلية هي أعداد مُركبة؛ لأنّه يُمكن كتابة أي عدد تخيلى 18 في 


مسوم 
تر 
3 


صورة: 18 + 0؛ وهو عدد مُركب» فيه 0 = 4. 


الجزء التخيّلي عددتخيلي الجزء الحقيقي 
أستنتج ممّا سبق أنَّ الأعداد الحقيقية والأعداد التخيّلية تمل مجموعتين جزئيتين من النظام 
العدديء وأنَّ اتحادهما معًاء إضافةٌ إلى حاصل جمع أعدادهماء ينتج منه مجموعة الأعداد المُركبة. 


ن الكتخطط الآ العلذقات بيد مجموعات الأعداد الى تملا سابقًا. 


الأعداد المُركّبة (© ): الأعداد الحقيقية والأعداد التخيّلية معًاء إضافة إلى حاصل جمع هذه الأعداد. 


چ چ __ ب ڪڪ 


الأعداد التخيّلية (1) الأعداد غير النسبية (1): الأعداد النسبية (0): 


ا اا 
دن كان 1 


لك 50 0 ٤‏ الأعداد الصحيحة (7): 


O ل‎ 
73 5 9 : 73 9 i3, i, 


الأعداد الكلية :)W(‏ 
...0.070070007 20012035 


ر ا 
الأعداد الحقيقية (۸): الأعداد النسبية والأعداد غير النسبية معًا. 


معلومة 
ا 25 
ایا مستوى آرجاند؛ 
نسبة إلى عالِم الرياضيات 
جون آرجاند الذي ابتكره 


عام 1806م. 


خاصية المساواة للأعداد المُركّبة 


سارف العد واف اققر كنات رذ ااا وفيت اهيا لست N O O‏ قد ياك 

مفهوم أساسي تساوي الأعداد المُركبة 
يتمارك العددان الثر ان 14 + i, e‏ + © إذا وفقط إذا كان: 0 = 86 ,0 = ©» حيث 
0 ,© ,2 ,© أعداد حقيقية: 

أجد قيمة ند وقيمة ل الحقيقيتين اللتين تجعلان المعادلة: 81 + ×4 = 2(1 + /[3) + 6 - ×2 

أساوى اتابن السعيي و O‏ الاين ال المعادلتين الناتجتين: 

بمساواة الجزأين التخيّليين 2 8 = 2 +/3 | بمساواة الجزأين الحقيقيين ‏ 4# - 2-6 

بحل المعادلة 2< بر يحل البعادلة 2-2-3 

إذن» 2 = نز ,3- -2. 


e 0 7‏ من 6 ل 


أجد قيمة :3 وقيمة [J‏ الحقيقيتين اللتين تجعلان المعادلة: 51 - 12 =9(1 - بر4) + 5 +× 


تمثيل العدد المُركب وفرافقه بيانيًا 


رب يُمكِن تمثيل العدد المُركّبٍ 18 + © في المستوى الإحدائي في 

8 2ب | صورة الزوج المرب (6,2)» أو ضورة المتجسه (ط ٠)4,‏ عدون 

يُسمّى المحور الأفقي المحور الحقيقي» ويُرمّز إليه بالرمز (©1)» 

ويُسمّى المحور الرأسي المحور التخيّليء ويرمز إليه بالرمز (170)» 

في حين يسمّى المستوى الإحداثي في هذه الحالة المستوى 
الكركب: 


ابال احرف درم 
للعدد المُركّبٍ بوجه عام. 


مامرافق العدد الحقيقى 


؟a‎ 


(conjugate) SFT TTY oi‏ المكتوب في الصورة 
القياسية: 18 + © = 2 فهو العدد المُركّب: 10 - 4 = 2. 
وعند تمثيل 2 ومُرافقه بيانيًا في المستوى الإحداثي نفسه» 
الاخظ آذ كلا سهما هو انكاس لاخر في المحور الحقيشى 

(8:6) كما في الشكل المجاور. 


مثال 4 


۳ 


0 3 0 
أمثل العدد المُركب ومُرافقه بيان في المستوى المركب في كل مما يآني: 


51 + 3- = ® 
مُرافق العدد الم كي: 451 3= ده هر :51 8- =2 


يُمثْل الزوج ال نب )5 ,3-( العدد الكركب 2 و الزوج ال ب (5- ,3=( مُرافقه 2. 


@ z= 6-4 


مُرافق العدد المُركب: 41 - 6 = 2 هو: 41 + 6 = 2. 


يُمثّْل الزوج المُرئَّبِ (4- ,6) العدد المُركّبٍ ت ويُمثّْل الزوج المُرئَّب (4 ,6) مُرافقه 2. 


:2 -ع @ 


مُرافِق العدد المُركّب: 21 = 2 هو: 21- = 2. 


يمل الزوج العُرنّبِ (2 ,0) العدد ت ويُمثّل الزوج العُرئّب (2- ,0) مُرافقه 2. 


7 أ e‏ من 6 3 


م 0 09 
أمثل العدد المُرككب ومُرافقه بيانيًا في المستوى المُرككب في كل ممًا يأتي: 


a) (ط 7 +2 دج‎ z= -3 - 2 6 2= 37 


أتعلّم 
عد سنا العد الشر كن 
ون 
مقياس العدد المُركّبِ هو 
طول السجة. 


أتذكّر 


127 OFF I27 


مقياس العدد المُركب 

(modulus) ITT IE‏ المكتوب في الصورة 
القياسية: 18 + © = 2 هو المسافة بين نقطة الأصل (0 ,0) 
والنقطة (ط ,4)» ويُرمّز إليه عادة بالرمز |2| أو الرمز ۲. 
يستعمّل قانون المسافة بين نقطتين لإيجاد مقياس العدد 
التركب: 


مقهوم اشاس مقياس العدد المُركب 


اا ا +2-0 هو: “ط + “م ۷= |2| حيث ط ,4 عددان حقيقيان. 


أجد مقياس کل عدد مرگب مما يأنى: 


صيغة مقياس العدد المُركّب 


بتعويض 4- = 7 ,3= 0 


اکا 5= 25 = 
z= 12i‏ @ 
صيغة مقياس العدد المُركّب ° + ¥= |2| 
بتعريض 12 = ط ,0 = © *(12) + 1/02- 
بالتبسيط 2 = 1/144- 


أجد مقياس كل عدد مرگب مما يأنى: 


a) z= 3-72 © دج‎ 4 1/0 


أتعلّم 

تشير كلمة (السعة) إلى 
السعة الرئيسة أينما ورد 
ذكرها في الكتاب. 


أتذكّر 

يكون قياس الزاوية 
موجبًا عند دوران ضلع 
الل 
إن عن الاعف 
وسالبًا عند دورانه في 
اتجاه دوران عقارب 
الساعة. 


سعة العدد المُركب 

كال #دعدسدع:ه) هي الزاوية 6 المحصورة بين المحور الحقيقي الموجب 
والقطعة المستقيمة التي تصل نقطة الأصل بالنقطة التي 
تُمْل العدد المُركّبٍ مقيسة بالراديان. ويُرِمَز إلى مسعة 
العدد المُركّب 2 بالرمز (818)2. 

وبما أله يوجد عدد لانهائي من الزوايا المرسومة في 
الوضع القياسي التي لها ضلع الانتهاء نفسه» فقد عرفت 
)principal argument) ET‏ للعدد 
المُركّب بأنّها السعة التي تقع في الفترة: 


7 > 6 > 7-» ويُرمّز إليها بالرمز (2) 5ك أي إن: 


arg(z) = Arg(z) + 2771 = 0+ 1 MZ E E2, EI. 
ويُمكن استعمال النسب المثلثية في المثلث القائم الزاوية لإيجاد سعة العدد المُركّب:‎ 
الذي يقع في الربع الأوّل.‎  - طة + ۾‎ 


مفهوم أساسي السعة في الربع الأول 
إذا كان: 48 + ۾ = ج عددًا مُرِكَبًا يقع في الربع الأوّلء فإن سعته تعطى بالصيغة الآنية: 


0 | — ما =0 


إذا وقع العدد المُركّب > في الربع الثاني 
فان سعته تكون زاوية مُنفرجة؛ لذا تُستعمّل 
ممُكمّلتها لإيجادها. إذا كانت سعة 2 هى 
الزاوية المُنفرجة 0» فإن مُكمّلتها '6 هي 
زاوية حادّة؛ لذا يُرسَّم في الربع الثاني مثلت 
اء E‏ 5 اليل اناه 0 5 

كما فى الشكل المجاور» وتستعمّل النسب 

||| ثلثية لإيجاد قياس '0. 


و 


2 


أفكر 
كبك الجن ا عنما 


؟a=0‎ 


أما إذا وقع العدد المُركّب في الربع الثالث أو الربع الرابع» فان سعته تساوي معكوس سعة 
مُرافقه الذي يقع في الربع الأول أو الربع الثاني؛ لأنَّ قياس الزاوية بين المحور الحقيقي 
الموجب والقطعة المستقيمة التي تصل نقطة الأصل بالنقطة التي تُمثّل العدد المُركّب يساوي 
قياس الزاوية بين المحور الحقيقي الموجب والقطعة المستقيمة التي تصل نقطة الأصل 
بالتقطة التي تمل مُرافِق العدد المُركّبء لكنّ اتجاه كلّ من هاتين الزاويتين مختلف (إحداهما 
فى فاه دو راق عقارب الماع واا ری کی اتا وران عقارب الساعة). 


2 = -a+ ib Im e 


Arg(z,) = î-tan7? (2) Arg(z,) = tan” 0 


Arg(z,) = -tanî (2) 


Arg(z,) = —(r-tan" (4)) 


E SP z= 4 -‏ 
ملخص المفهوم سعة العدد المُركب 
ركان م ولط عددين ر 
Arg(z)‏ الربع الذي يقع فيه > ار 
4 1- 10 7 
ا tan‏ الأول z= 6 + ib‏ 
01 
Tî — tan 1‏ الثاني + - z=‏ 
٠ 5‏ 
7 1 أ - الغالث — = 
tan (2))‏ 6 62-7 2 


أتعلّم 

تشير كلمة (السعة) إلى 
السعة الرئيسة أينما ورد 
ذكرها في الكتاب. 


أتذكّر 
0007 


مثال 6 


أجد سعة كل من الأعداد المُركَبة الآنية» مُقرّيَا إجابتي إلى أقرب منزلتين عشريتين: 
z= 4+ 31‏ 2 


بالنظر إلى التمثيل البيانى للعدد المُركّب: 31 + 4 = ج 
ف الشكل المجاون الاحظ اديقع في الربع الأول 


سعة العدد المُركّب في الربع الأوّل 


بتعويض 3 = 7 ,4 - 0 


باستعمال الآلة الحاسبة 0.64 x‏ 


إذن» 0.64 > (z)چAr.‏ 


بالق ال الل لباقي اليه التركت: 
8 + 3- = 2 فى الشكل المجاورء ألاحظ أنه 


حم في الريم ي 


سعة العدد المُّركّبِ في الربع الثاني 


بتعويض 8 = 3,1 - 


باستعمال الآلة الحاسبة 3 > 


.Arg)Z) > 1.93 إذن»‎ 


أتعلّم 

سارك الأعداد القركة 
ع التجيات نر ينض 
الخصائصء مثل وجود 
E‏ 
CN‏ 
TT‏ 
ا 


@ z=-1-6i 


بالظ ر إلى التمشسل البائ للعسنده الشركب: 
61- 1- في الشكل المجاورء ألاحظ أله يقع في 


الربع الثالث. 
سعة العدد المُركَّبٍ في الربع الثالث )) 

, : 

بتعويض 6 =( ,1 - © 0 


باستعمال الآلة الحاسبة 


.A1g)2( > -1.74 إذنء‎ 


بالظنر إلى اقل الباني للد د الكركي: 
44 - 8 -2 في الشكل المجاورء ألاحظ أله يقع 
في الربع الرابع. 


سعة العدد المُركّب في الربع الرابع 


بتعويض 8 = 7 ,4 = 0 


باستعمال الآلة الحاسبة 
إذن» 0.46- > .Arg)z)‏ 


أجد سعة كل من الأعداد المُركبة الآنية» مُرِّيَا إجابتي إلى أقرب منزلتين عشريتين: 
z= -5 + 27‏ (ط 21+ 8 a) z=‏ 


z= 2-37 d) z= 8- 753‏ كح 


إذا لم أستعمل السعة 


ا عله القع 
فن العدد ال ا 
مكتوبًا بالصورة المثلثية» 
عندئلٍ يتعيّن علي إضافة 
7 أو طرحه لإيجاد 
ا عالقا 


7 > 0 > وس 


أتعنّم 
علدنا اق الا ال 
بالصورة المثلثية» فاي 
أترك الإجابة في صورة: 
»r)cos 0+7 sin 6(‏ من 
دون حسات قيمة 6 5152 


وقيمة 0 05©. 


أن / 
یکن ال الصورة 
الل كه لجان هة 
العدد لوكت ومقياسه 


بسهولة. 


الصورة المثلثية للعدد المُركب 


ين الشكل المجاور النقطة (ط , 4) التى تمل العدد المُركّب: 18 + © = ج» الذي مقياسه: 


7 = |2[ وسعته: 0. 


ومن نَم فإنَ: 
تعريف جيب التمام & =0 cos‏ 
بالضرب التبادلي 0 05 0-7 
تعريف الجيب 2 = 0 sin‏ 
بالضرب التبادلي 0 زه ” دم 


بتعويض قيمة كل من » وط في الصورة القياسية للعدد المُركّب: (40 + 4)» فإِن: 
sin 0‏ 17+ 700506 - 170 + 4 دعم 


= r(cos 6 + i sin 0) 


تُسمّى الصيغة: (0© 11ء + 0 ٣)0‏ الصورة المثلثية form)‏ عتتاع 11802010]) للعدد المر كن 


مفهوم أساسي الصورة المثلثية للعدد المُركب 
إذا كان: 18 + 4 A 2)2( = ENE »z=‏ و مقا 27| 
يُستعمّلان لكتابته بالصورة المثلثية كما يأتى: 


z= r(cos 0 + i sin 0) 


أكتب العدد المُركّبٍ > فى كل مما يأتى بالصورة المثلثية: 
Arg(z) =‏ ,4 - اها © 
او ا 


z= r(cos 0 + isin 0) 


4 Tr isin & 
(cos +ح‎ isin <) 


إذن» الصورة المثلثية للعدد 2 هى: )^ .z = 4(cos ^ + isin‏ 


الخطوة 1: أجد مقياس العدد 2. 
r= )-2( + )-5( 8‏ 


و 


أفكّر 


الخطوة 2: أجد سعة العدد 2. 


بما أن العدد > يقع في الربع الثالث» فإن: 


ا 
العدد ال سعة العدد المُركب في الربع الثالث ((858)2)- 31 Argğ(z)‏ 
قله اا فى الہ ١‏ 
في المستوى بتعويض 5 = 2,8 = © ))3 مها - )- = 
ال کے 
ا e‏ 


إذن» 1.95- > (218)2. 
الخطوة 3: أكتب 2 بالصورة المثلثية. 

z 1/29 (cos )-1.95( + isin )-1.95((‏ 
أكتب العدد المُركّبٍ > فى كل مما يأتى بالصورة المثلثية: 


a) || = 4۷2 , Ar (ط كد - = (2)ع‎ z= -4 - 4i © 2-27 


2[ أتدرب وأَحُْل المسائل 
أجد قيمة الجذر الرئيس في كل مما يأتي بدلالة 1: 


@ فك © > © 


أجد نانج كل مما يأتي في أبسط صورة مُفترضًا أنّ ¡ = ۷-1 : 


792 


© :* © :- @ )0)20)-75 


© RENE: © 7/1/5 @ 2×5 


اکب فی كل مها بآ العدهالكر كع بالضورةالقانية: 


2-7 @ 8ت @ ل و 


و 8 و 3 J‏ ت 02 5 J‏ 
أحدّد الجزء الحقيقي والجزء التخيّلي لكل من الأعداد المُركَبة الآنية» ثم أَمثّلها جميعًا في المستوى المُر كب نفسه: 


© =2 + 5: ©9 z= 10: @ >= -16 - 2: 


5 
3 


و ai‏ نكا 9 ( 
أمثل العدد الم ركب ومُرافِقه بيانيا في المستوى الم ركب في كل مما يآتي: 
z= -15 +3: 9 2-8-7: @ z= 12+17‏ @ 
3i © 15‏ © 3-57 دج © 
أجد |عاء وج لكل ممّا يأنى: 


@ 2- -5 +5: © 2- 3+ 53 @ 2- 6 -8: 


أجد قِيَم كل من ند و الحقيقية التي تجعل كلا من المعادلات الآنية صحيحة: 
2x + 3y + i) -2y( = 8 -31‏ @ 91 + 8 = (5- بر2) 1 +1- ¥ @ 


@ ,-3+1ix+2) =9 + (y-4) @ i)2x -5y) + 3+ 5y = 7 + 3i 


أجد سعة كل من الأعداد المرب الآنية» مُقرّيا إجابتي إلى أقرب منزلتين عشريتين: 
5-57 :3 © 1 © 
6i ©9 3 - 4‏ + 61/3 © 3 -1 © 
4 -:2 © 37 - 58- :5 + 12- @ 


أكتب فى كل مما يأتى العدد الم ركب 2 بالصورة المثلثية: 


- م هه ,3 - ıı‏ © - د ونه,ة = © 
TA 2=‏ =2 © 


9ه 
ES‏ 
|| 
د 
08 
N‏ 
|| 
ذ[س داس 


يتن الشكل المكاور العفيل الباق للعده ال ب وق المسعرى ال بايد Im‏ 
العدة الك ای سنو وما باك .+ 
لمر ک2 ی يحفى مايادي 403 


Re |z„| = 40 and Argz, =Argz, 


بافتراض أنَّ: 37 + © = ج حيث: 101/2 = |ے|ء وأنَّ: 3 :Arg(z)‏ 


© أكتب العدد المُركّب 2 بالصورة القياسية. (0© أجد قياس الزاوية المحصورة بين 2 و2. 


لع 


و 


إذا كان: 82 + 8- z=‏ فأجد كلا مما يأتى: 


© 2 ©9 ar) © 2١ @ (2)عته‎ 


ا ممارات اتشكيرالدنا_ هلي 


تبرير: إذا كان: » = (21 + 5)ع4۳, فأجد سعة كل مما يأتي بدلالة ٠‏ مُبرّرًا إجابتي: 
:5 2- © :2+5 9© :2 + 5- © 21 -5 9© :2 - 5- @ 


© تحد: إذا كان: 1770 + 5 دي حيث: 6 - ا2 و2 > (818)2 > 0» فأجد قيمة العدد الحقيقي 77. 


© تبرير: إذا كان: 316 + 5 = » حيث: 13 = |2|ء فأجد جميع قِيّم 6 الحقيقية المُمكنةء مرا إجابتي. 


تحدٌ: بافتراض 9 #عدد مركب مقياسه: 1/5 4: وسعته: (2) 22 = 0: 
© أكتب ,2 بالصورة القياسية. 


(© إذا كان: 1 + 5- = يت ,7-38 = رت فأجد مساحة المثلث الذي رؤوسه: ,2 ,ر2 , ,2 في المستوى المُركّب. 


العمليات على الأعداد المُركّبة 
Operations with Complex Numbers‏ 


© فكرة الدرس ٠‏ إجراء العمليات الحسابية الأربع (الجمع» الطرح» الضرب» القسمة) على الأعداد المُركبة. 
ْ عاذ الجر ایی د وو اعدو ا 3 4 


لمعادلات كثيرات الحدود. 
Be‏ 1 


© مسألة اليوم مُعدَهدًا المستوئ المركب المجاو ن الذي ين العددين المركبين 4Re‏ 3 2 1 
ر ان المحة وال اس العده الثر 48 


جمع الأعداد المُركبة وطرحها 
تُشبه عمليتا جمع الأعداد المُركبة وطرحها عمليتي جمع المقادير الجبرية وطرحهاء حيث 
SS‏ 
جزأيهما التخليين أو طرحهما. 
م اسا ُ جمع الأعداد المركبة وطرحها 
إذا كان: رآ + × = ر ,ط1 + © = ,2 عددين مُرکبین» فلّه یمن إيجاد ناتج جمعهما أو 
طرحهما على النحو الآني: 
(U 55‏ 2124 


a 0G OD 


أتعلم 
ا أجد ناتج كل مما يأتي: 
ال خاصية التبديل. (9-47-) + 7i)‏ + 5( @ 
e‏ ا ار 71-9-4 + 5 = )4 -9-(+)7 + 5( 
مرکبین» فإن: 


خاصيتا التبديل والتجميع 4(7 -7) + (9 - 5) = 
بالتبسيط 1 + 4 = 


2 + للا ع ثلا + م 


(2-117)-(8-52) @ 
خاصية التوزيع 2+7 - 8-51 = (2-111) - -5i(‏ 8( 


خاصيتا التبديل والتجميع 17+ 5-)+(2 -8) = 
بال 6 + 6 = 
أجد ناتج كل مما يأتي: 


a) (7 + 8i) + )-9 -147( b) (11 + 9 - (4-6) 


ضرب الأعداد المُركبة 


يمن ضرب الأعداد المُركبة بطريقة مُشابهة لعملية ضرب المقادير الجبرية» وذلك باستعمال 
خاصية التوزيع. وبعد إتمام عملية الضرب» يوضّع العدد 1- بدل 1 أينما ظهرت. 
أجد ناتج كل مما يأتيء ثم أكتبه بالصورة القياسية: 

@ 5i3-7i) 


خاصية التوزيع (78-)52) + 5i (3-71) = 5i(3)‏ 
بالضرب *:(35-) + 15i‏ = 
باسقال 2 الو[ (1-)(35-) + 151 = 
بكتابة الناتج بالصورة القياسية 151 + 35 = 


@ (6+ 2i)(7 -31( 


خاصية التوزيع (21-33--(2107-+(31-)6-+(6)7 = (6+2i)(7—-31)‏ 
ات “141-61 -18i‏ 42 = 
باستبدال ”1 بالعدد 1- (1-)6- 141+ 42-18 = 
بتجميع الحدود المتشابهة 14(7 + 18-) + (6 + 42( = 


بالتبسيط 47- 48 - 


اتوم 
ET‏ 
E‏ ناتج 


الضرب عدد حقيقى. 


أتذكّر 
مُرافِق العدد المُركّب 
ط1 +4 - 2 هو العدد 
ارقف 1-» = ج. 


خاصية التوزيع 
بالضرب 
باسغيدال 7 بالعدة 1= 


بتجميع الحدود المُتشابهة 


@ )5 + 4:()5 - 47( 


(5+4i)( 5 -48 = 5)5( + 5)-47(+-41)5(+-41)-47( 
= 25 - 20i + 201 - 16 
= 25 - 201 + 201 + 16 


= 41 


أجد ناتج كل مما يأني, ثم أكتبه بالصورة القياسية: 


c) (3+ 6“ 


قسمة الأعداد المُركبة 


48 - 4)7 + 5) (ط 


a) 314-58 


لاحظْتٌ في الفرع الأخير من المثال السابق أنَّ ناتج ضرب العدد المُركّب: 44+ 5 في مُرافِقه 
يساوي عددًا حقيقيًا. وهذا صحيح دائمًا لأيّ عدد مُركّبٍ: 48 + © = ج وناتج الضرب يكون 


دائمًا في صورة: ”ظط + ”ه؛ أيْ إن ”|2| = 22. 


يُمكن استعمال هذه الحقيقة لإيجاد ناتج قسمة عددين مُركّبين» وذلك بضرب كل من المقسوم 


والمقسوم عليه في مرافق المقسوم عليه» فيصبح المقسوم عليه عددًا حقيقيا. 


مه 
3 


أجد ناتج كل مما يأني, ثم أكتبه بالصورة القياسية: 


بجمع الحدود المُتشابهة 


بكتابة الناتج بالصورة القياسية 


8-57 

3-27 
8-57_ 8-51 3+7 
3-21 3-217 37 


_ 24 + 161 - 151-101“ 
9+4 


24 + 16i — 15i + 10 
13 


يُمكن أيضًا ضرب كل من 
ا 2 
في ٠‏ لكن الأسهل 
هو الضرب في“ . 


Are(z 2) — 


Arg(z,) + Arg(z,) 


3 +5 


2i 
3+ 5i _ 3+5 i TT 
أ‎ 
سد‎ e 
3i + 5i A a 
= a باستعمال خاصية التوزيع‎ 
ان و لات ا‎ 
9 بكتابة الناتج بالصورة القياسية ولح‎ 
a بكتابة الناتج ب ياس‎ 
8 م أت ام من‎ 
أجد ناتج كل مما يأتي» ثم أكتبه بالصورة القياسية:‎ 
-4 +3 2 - 6i 7i 
ك رم تت )ر‎ 9 
1+ i -3¡ 4 - 4i 


ضرب الأعداد المُركّبة المكتوبة بالصورة المثلثية وقسمتها 


A 


إذا كان: (,0 »z, = 7, )c080, + s1۸‏ وكان: (,6 لذو c08 0 + i1‏ )ر٣‏ = رج فإن: 
T,(cos0, + isin0,)x r,(cos0, + isin 0,)‏ = يدرت 
r(cos 0, +i sin 0,)(cos 0, +i sin 0,)‏ ,7 = 
)ر0 =r, T,(cos0, »05 6, + icos0, sin 0, +i sin 0, cos 0, + i “sin 0, sin‏ 
=r, r„(cos 0, cos 0, — sin 6, sin 0, + i(sin 0, cos 0, + cos0, sin 0)‏ 
r, 7,)605)6 + 0,) + isin(0,+ 0,))‏ = 


مفهوم أساسَى ضرب الأعداد المُركبة المكتوبة بالصورة المثلثية 


32 


إذا كان: (,6 ذو 1 + © »z, = ٣, )cos‏ وكان: (,6 s1n‏ 1 + ,6 7”,)605 = رج فإن: 


T Tz (cos(0,+0,) + isin(0,+0,))‏ = ري رج 


أتعلّم 
ااي 
8 کر كك لق 2 رركم 
Arg(z) =‏ 

Arg(z,) - Arg(z,) 


أتذمّر 
في الصورة المثلثية» 
يجب أن تكون 0 هي 
اللسحة اللرقيسة. 


أتذكّر 


تقع السعة الرئيسة في 
الع > 2-26 
ويُمكن تحديدها بطرح 
72» أو إضافته إلى 
الزاوية الناتجة من الجمع 
أو الطرح. 


7 


يُمكن بطريقة مُشابهة إثبات أنه إذا كان 0 رج فن 


لوقح 6) Sn‏ ةبت 6 


۵ 


مفهوم أساسي قسمة الأعداد المركبة المكتوبة بالصورة المتلتية 
إذاكان: ( 0 1510 7 0 009) 7ك رف ركان: ( 0 11510 ,0 005) 1 رف فإن: 


= (c00, QO Fim (8)) 


2 


إذاكان: (( 2 -) ہن + ( 2 -) ومه)10- ب2» وكان: (ككمو: + ؟ )2 = رے 


فأجد ناتج كل مما يأني بالصورة المثلثية: 


z, يه‎ = FT, T(cos(0,+0,) + i (sin(0,+0,)) ص رت عددين تركيق‎ 
= 2 x )ومه]10‎ 25 + °) + isin ( - 2 + 7)) بالتعويضن‎ 

4 
= 200s 5 + isin بالتبسيط ( ل‎ 


صيغة قسمة عددين رين 


مكتوبين بالصورة المثلثية 2 
بالتعويض e‏ 
بالتبسيط 1ك -)هلة 1د كه ا 5(cos‏ = 


8T 


بحساب السعة الرئيسة )20 -) (cos (- +27) + isin‏ 5 = 


بالتيسيط ( ° ہز + °7 ومه)5 = 


أتذكّر 
5 1 
لا 0| 0 
1 | ا : 
sin 0 0 2‏ 
لك تن 
©056١ 1 2‏ 
17 1 
T‏ 5 3 0 
sin 0| ¥) 1 | 0‏ 
cos 0 - 0 )-1‏ 
أتذكّر 


NN 
إذا وفقط‎ a +, c +d 


اكات :ك 0 6 كارن 


أجد ناتج كل مما يأني بالصورة المثلثية: 


XK 2(cos + isin ^( 


i 8 
a ES 
) 6(cos +isin 


b) 6(cos 6 3 + 7 مو‎ (= 5 0 2(cos 3Z + iin 2( 


الجذر التربيعي للعدد المُركب 


عا لعا چ كز دد ب ران و عات وسباغدداة ا0ا 
فإذا كان: رة + × = 2ل فإن: ”(ر + +) = . ومن ت من إيجاد قيمة کل من :ده و 7 
الحقيقيتين بتربيع الطرفين» ثم المقارنة بين الأجزاء الحقيقية والأجزاء التخيلية في طرفي 
المعادلة. 

أجد الجذرين التربيعيين للعدد المُركّب: 201 - 21 = ج. 


أفترض أنَّ: را + × = 2 حيث 3؛ و/[عددان حقيقيان: 


Vz = x + iy بالفرض‎ 

z= ) + iy) بتربيع الطرفين‎ 

بتعويض قيمة 2 “(ز + ) = -20i‏ 21 
بك القوسين “و1 + و2 + × = 21-201 
بتعويض 1- = ”1 21 + ”ر ”× = 21-201 
بمساواة الجزأين الحقيقيين “بر كر - 21 
ارادا ا القت لبي 2 = 20- 


| إذنء ينتج النظام الآني الذي يحوي معادلتين بمُتغيّرين» ويُمكن حله بطريقة التعويض: 


0 1 
يُمكِن أيضًا حل المعادلة 
الاك ت 


من الجذرين التربيعيين 
الناتجين» ثم مقارنة 
الناتجين بالعدد المُركَّبِ 
ضاي 


المعادلة الأولى 1= تير 


المعادلة الثانية 0 = 21 
1 506 10 
بحل المعادلة الثانية ل/[ لح كار 
Ris IO.‏ 102 2 
بتعويض -- - = ل في المعادلة الآولى 21 اا 
بضرب طرفي المعادلة الناتجة في ”د 21 = 100 - x‏ 
العاف عرقي ا 0 212-100 ير 


اطا 0= 4+ م)(25- ( 
بحل المعادلتين 4ه د ثر xX =25 O1‏ 
بما أن عدد حقيقي» فإن: 45 = . 
وبتعويض قيمتي × في المعادلة: 9 - = بر فإنَّ الناتجج: 
ول ج او 
2ل چ احير 


إذقه الحتران التريساة عدوا ك 21-20 ا وقد و و 


جد الج رين الترييعيين لكل من الأغزاد اله الآنة: 
1/3 


2 


a) -5- 127 b) -9i © +1 


الجذور المُركبة لمعادلات كثيرات الحدود 


تع اها سل بحن البحاد لات التربيعية فى صورة: احم 5 د انم بيده رط به 
أعداد حقيقية» باستعمال القانون العام الذي صيغته: 


-b +¥ b - 446 


2a 


حرم ع 


أذ 1 
درجة معادلة كثر الحدود 
eT‏ 


فيها. 


اعيات فا الثم (مهد - "7 دلخ ) ديد إذاكان البعاؤثة ا م جدذران حت قان 


أم لاء وإذا كان الجذران متساويين أم لا كما في الجدول الآتي: 


جذرا المعادلة التربيعية 4ac‏ - ثرا = A‏ 
حقيقيان مختلفان 0< حم 
حقيقيان متساويان 0-م 
لا توجد جذور حقيقية 20 


ألاحظ أنه إذا كان العُميّر سالباء فإنّه ينتج عددان مُركّبان مُترافقان من تعويض القيّم: © رط ,© 
في القانون العام. 

ولكنْ» وبعد تعرّف الأعداد المُركٌبة في هذه الوحدة» يُمكن القول إنَّه إذا كان المُميّرَ سالبًاء فن 
لادلا التربيعية جظرين مركبين: ومن كم يمكن تعديل العدول السابق على ال ر الآتي: 


جذرا المعادلة التربيعية A = PÎ - 4ac‏ 
ینماان E‏ 
فشان منساويان 2-0 
مُرکبان مُترافقان في صورة: 0 + 8 ,18 ± f‏ 0 >2 


aa‏ إذا كان د ] جل aN‏ قالع عراهد بطش قاد تاق 
ا -/هو أيضًا جذر للمعادلة نفسها. ويمكن تعميم هذا الاستنتاج ليشمل أ 


كثيرات الحدود. 


mM : 


يا من معادلاات 


إذًا كانت درجة معادلة كير حدود أكبر من الصف فق لا توجد لها جذور حقيقية: وإنما قر جد 
لھا جور شركية. 

عند التعامل مع الأعداد المُركبة فإك أيّ معادلة كثير حدود» درجتها أكبر من الصفرء لها 
- على الأقل- جذر مركب واحد في ما يُعرّف باسم النظرية الأساسية في الجبر. 


ىك سے جم ج تس 


رجه عدر قريب انعد E E‏ ذرجها اكير من الصف 


أتعلّم 
٩,)×(‏ هو ناتج قسمة 
(×) على (,2-:ة) . 


أتعنّم 
للمعادلة: 0 = × 
جذران» هما: 

0 = ,0= أي إِنَّ 


لها جذرًا مُكرّرًا مَرّتين. 


أتعلّه 
ينطبق الجدول المجاور 
عدي كرات الد 
ا 
فقط. 


صحيح أنَّ النظرية الأساسية في الجبر تُؤكٌد وجود صفر مركب واحد -على الأقل- لأيّ 
معادلة كثير حدود؛ درجتها أكبر من الصفرء لكنّها لا تساعد على إيجاد هذا الصفر. 


فمثلاء إذا كانت: 0 = ()7 معادلة كثير حدود من الدرجة 1< 7 فإِنَّ النظرية الأساسية فى 
الجر تضمن وجرد جذر تركب ولعد دهن الأقل- للمعادلة وليكق: 2 


ثم إن نظرية العوامل التي تَعلّمْتُها سابقًا تضمن إمكانية تحليل (×)0 في صورة: 
٩,)×(‏ (,2-×) = (×)0» حيث (0,)3 كثير الحدود درجته 717-1. 


فإذا كانت درجة (),0 لا تساوي صفراء نه يُمكِن تطبيق النظرية الأساسية في الجبر عليه 
قاس درو در تانيب ار لك ا ووو ابس ا ا 


ل )م 


التحليل المُركب 


لأَيّ معادلة كتير حدوة من الدرجة ١‏ حيت: 0 ۶ 1 يوجد :1 هن الجذور الم كة 
بما فى ذلك الجذور المكرّرة. 


3 


آمثلة: 


1ك ندر وا 


6 جذور. 


ف ا 


0= 2-19+ 7 - 57 0= 7 + 47 - جع 


ا ان 


مه مو 


» وحقيقة أنَّ الجذور المُركبة تأتي في صورة أزواج من الأعداد 


الُركبة المترافقةء لتحديد أنواع الجذور المُمكينة لمعادلة كثير الحدود كما في الجدول الآني: 


درجة معادلة 
کر الحدود 
1 
2 


3 


علو 
الجذور 


1 
2 
3 


أنواع الجذور المُمكنة 
جذر حقيقى واحد. 
جتران ان أو سافان تر عبات فان 


ثلاثة جذور حقيقية» أو جذر حقيقي واحد وجذران مُركبان مُترافقان. 


أربعة جذور حقيقية» أو جذران حقيقيان وجذران مُركبان مُترافقان» أو 
أربعة جذور مُركبة (زوجان من الجذور المُركبة المُترافقة). 


أتذكّر 


E 
الصف الحادي‎ 
عشر» وهي تعتمد بشكل‎ 
أساسي على ضرب‎ 
كثيرات الحدود بوصفها‎ 


تمك اعمال ف ی الباق و الال لمكيل کي اجاور ةرح ادت كما قن الال 


الاتى. 


أجد جميع الجذور الحقيقية والجذور المُركّبة للمعادلة: 26 ح ع + ”ج4 + . 
أجعل الطرف الأيمن صفرًا بطرح 26 من طرفي المعادلة: 
2-26=0+ 47+ ج 

بحسب نظرية الأصفار النسبية» إذا كان لهذه المعادلة جذر نسبي» فإنّهِ يكون أحد عوامل الحدٌ 
الثابت (26-)» وهي: 26+ ,13+ ,2 + ,1 +. 
بالتعويشىء أجد أن العده 2 يحقق هذه المعادلةة 

0= 2-26 + 4)2 + 2° 
إذن» 2 - 2 هو أحد عوامل كثير الحدود. 
أقيم 26 -2 + 422 + *2 على 2 - 2 لإيجاد العامل التربيعي باستعمال طريقة الجدول على 
النحو الآني: 


إذن» يُمكِن كتابة المعادلة في صورة حاصل ضرب المعامل الخطي والمعامل التربيعي كما يأتي: 
6z + 13( =0‏ + 2-2()2) = 2-26 + 47 + 7 
باستعمال خاصية الضرب الصفري. فإن: 
2-0-ه +6z+13=0 Or‏ 7 
باستعمال القانون العام» فإنَّ جذور المعادلة التربيعية هي: 


رده _ 16-/7+ 6- _ 52- 1/36 + 6 _ 
00 2 1 2 


: إذن» لهذه المعادلة 3 جذور» هى: 21- 3- ,21 +3- ,2 


أجد جميع الجذور الحقيقية والجذور المُركَّبة للمعادلة: 0 = 15 + 72 - ثم - ثم 


إذا عم أحد جذور المعادلةء فاه يُمكن السير بخطوات عكسية (بَدْءًا بالجذر المعلوم) لإيجاد 
المعادلة الأصلية» أو أحد عواملها. 


المعادلة. 2 
مثال 7 
إذا كان: 91 + 3 هو أحد جذور المعادلة: 0 = ط + ×ه + 3 فأجد قيمة كل من 4» وط. 
ا 3910 هر اح عدون المعادلةه فإن ر افق هذا الجر هر جار اخر لهل الماد 
م ابع رات عك لأبجاد الماد اة 
کک کے سا 
ا 17ع 3هما جذران للمعادلة 91+ 3 X=‏ 
تربيعية» جذراها معروفان 
قب طذرة ا 9+ = 3 - x‏ 
ركو رسن كنا ناض وسو مي 5 
1 0 | 5 س 55 
E‏ بتربيع الطرفين 81 (3 - (x‏ 
53 2 
0 > (,2 2) + بالتبسيط 0= 90 +62 - XxX‏ 
يُمكِن أيضًا استعمال هذه بعد مقارنة حدود المعادلة التربيعية الناتجة بالمعادلة المعطاة» أستنتج أن 
للذكرة لعل هذا لمن 
مء ږ | 0= .a=-6,‏ 
بطريقة أخرى مباشرة. 


إذا كان: 1 - 2 هو أحد جذور المعادلة: 0 = ط + ×ه + د فأجد قيمة كل من ©. وط. 


| تدرب وأَحُْل المسائل 


أجد ناتج كل مما يأتي» ثم أكتبه بالصورة القياسية: 


4-3201+39) @ 8 +4-) - وو -5) @ 11 -3) + 20 +7) @ 


ا “2 - 9 © 3 - 2)2 - 4-621 @ 


أجد ناتج كل مما يأني بالصورة المثلثية: 


0 6(cos T+ i sin î) Xx 2(cos(- Em (2)) © (cos كد‎ + isi ( + ج‎ (cos كك‎ + i ہز‎ 


© ؤوة)12‎ + isin?) ج‎ 4(cos 2+ isin?) 0 11(cos(- 7 - ^) +isin(- 7))x2(cos 3Z +i sin 3) 


أجد القِيّم الحقيقية للثابتين © و 8 فى كل مما يأتى: 


@ 4 + 6 + (7 - ib) = -2 + 51 @ 11 - ia) - )(- 91 - 7-6 
© (a + 2)(م1‎ - i) =5 + 5i 4-84 b + 4i 


© أضرب العدد المُركّب ( صذو: - 5 8)08 في مُرافقه. 
إذا كان: 22 - 2 = يت , 1/15 - 1/5 ح رع ,23 - 12 = ,ج فأجد المقياس والسعة الرئيسة لكل مما يأتي: 
© © © 
إذا كان: 8(cos 25 - isin)‏ عو ودين هن الان اين اقا 
© آمل العدد 2 بيانيا في المستوى الخركٌب. © أجد الجذرين التربيعيين للعدد 2. 
اد الارن ار يمين لكل من لادا اا 
241 - 7- © :2ا - 5 @ 8i‏ + 15- @ 4 - 3 @ 


© إذا كان: (4-31)ء و (10+ط) هما الجذرين التربيعيين للعدد المُركب:481 - 55 فأجد قيمة كل من الثوابت 
الحقيقية: 20 و6 و0). 


إذا كان: ) w= 2(cos 7 + isin‏ و( صذوة - 5 2)05 - 2 » فأجد كلا مما يأني بالصورة المثلثية: 
?® س © 
Siz‏ © 17 © ل 


أخل كلد من المعادلات الآتية: 
0= 68+ 97 © 0= 202 +18 + 7 @ 2 - 104 + 7 @ 


@ 37-27 + 2+1 =0 ©9 7 +4+10 = 52 @ 27 - 87 + 132-7 


أجد معادلة تربيعية لها الجذران الجُركٌبان المعطيان في كلّ ما يأني: 
:2 + 3- @ 201 + 8- @ :4 +7 © 257 © 


آل المعادلةالمنطل الج جدورها فى كا ما اد 
9- ,0 - 45 + :13 - 7 +7 @ 5 -158 + +7 @ 


© 3x) + 45) = 2)19 + 37(,6 -1 @ # + 10x + 29x + 30 - 0, -2+ 1 
و‎ 

إذاكان: (111 + 4) هو أحد جذري المعادلة: 0 =۴ + 82 - ج حيث ) عدد حقيقي» فأجبب عن السؤالين الآنيين تباعًا: 

© أجد الجذر الآخر للمعادلة. @ أجد قيمة الثابت6. 
١‏ ميات اتشكيرالدا_ هلي 

عو 

تبرير: أجيب عن الأسئلة الثلاثة الآتية تباعًاء مُبرّرًا إجابتى: 
أجد ناتج: “(10 + )» حيث 7 و عددان حقيقيان. 
إذا كان: 45+10 = “(10 + ) » حيث م و عددان صحيحان موجبان» و < 2# فأجد ثلاث قَيّم مُمكِنة للعدد 
الحقيقى .17١‏ 


اسل إجانة النوال الماق لأبجاد الجدرين ال بن لدا ب :108 = 45 


5 2 رركم 2 
برهان: آثبت أن: ‏ |2| = 22 لای عدد مركب 2. 


© © © © © 


برهان: إذا كان 2 عددًا مركا حيث: 0 “مم = (2) Arg‏ , 5//د5 = ||» وكان: 


“p+ 6 


e 
صاب فاثبت أن: 1 = و + م.‎ 


© تعد العذ دال ك2 70 = 10-9-2 د هر أحد جذور الماد 400-10 = 164 عد ثعوف ج 


أجد بقية جذور هذه المعادلة» ثم أحل المعادلة الآتية: (20 + )20 = تر 164 + . 


Im 


المحل الهندسي في المستوى المُركّب 


Locus in the Complex Plane 


تعرّق المحل الهعدذ سى في السسغوى الكركي» ورمسمةة وتمقيل منظقة حل مبابتات في هذا 
المستوئ. 


المحل الهندسي» المُنصّف العمودي لقطعة مستقيمة» الشعاع. 


ع 8 5 2 Im‏ 
أكتب متباينة بدلالة م تحققها جميع الأعداد المُركبة التي mE‏ 
تقع في المنطقة المُظلّلة المي في المستوى المُركب في : 
3 6° 
الك المجاور. 
1 


1011 2 Re 


الدائرة 
E‏ (5:ه10) هر مجمو عة النقاط في المستوى المُركّب التي يُمكن لنقطة 
مُتحرّكة ضمن شرط أو شروط (معادلة» أو متباينة) أن تكون منها. فمثلاء الدائرة هي محل 
هندسي لنقطة تتحرّك في مسار يبعد مسافة مُحدّدة عن نقطة ثابتة هي مركز الدائرة. 
ف السكرى ال بد الا ع ادال ا الى تحتى الاد =2 سات ود عن 
نقطة الأصل؛ لأنَّ مقياس كل منها هو وحدة. ومن كَمَّ» فإنَّ المحل الهندسي الذي تُمثُله هذه 
المعادلة هو دائرة مركزها نقطة الأصل» وطول نصف قُطرها ۲ كما في الشكل المجاور. 
إذا كان مركز دائرة مرسومة في المستوى المُركّبٍ هو العدد ر2 (ليس نقطة الأصل)» وطول 
نصف قُطرها # وحدة كما في الشسكل المجاورء فَإنَّه بُمكن استعمال نظرية فيثاغورس لكتابة 
معادلة تمثل هذا المحل الهندسي على النحو الآتي: 
نظرية فيثاغورس > V(r =x)” + (y=)‏ 
ألاحظ أنَّ طرف المعادلة الأيسر يساوي |ر - |ء حيث: (,/[- )1 + (د- #) ,مه ج. 
بتعويض |> - | في المعادلة = |2 - ج| 
إذن» المحل الهندسي الذي تُمثْله المعادلة: ۲ = إر - | هو دائرة مركزها رت وطول نصف 
قطرها 7. 


معادلة الدائرة في المستوى المُركب 


الل الى فى المسترى المركي الذي ا المعادلة: ۶ ا( 2-62[ هر 
دائرة مركزها E OD‏ 


أجد المحل الهندسي الذي تُمثّله المعادلة: 3= |8 + 2 - ص ]. ثم أكتب المعادلة بالصيغة 
الديكارتية. 
الخطوة 1: أجد المحل الهندسي. 
أتذگر عندما أكتب المعادلة في صورة: ۲ = |(1 + ©) 2 فإنَ: 3 = |(81- 2)-4|ء وهذه معادلة 
ال الفياسية (الذيكارية) دائرة» مركزها (8- ,2)» وطول نصف قَطرها 3 وحدات. 


لمعادلة الدائرة التي مركزها الخطوة 2: أكتب المعادلة بالصيغة الديكارتية. 


3,8).ونصف قطرها ‏ | 
00 أكتب هذه المعادلة بالصيغة الديكارتية على النحو الآتي: 
UB‏ المعادلة المعطاة ES‏ 
0 د باستبدال 2 بالصيغة ل + :1 3= |x + iy-2 + 8i|‏ 
0 0 بتجميع الحدود المتشابهة 3= (y+ 8)i|‏ + (2 -ع)| 
> > صيغة مقياس العدد المُركّب 3= )8 V(x -2) + (y+‏ 
بتربيع الطرفين 9= 8(7 +/) + 2(7 - (x‏ 


TE‏ + "(قص نع نحى بق عادةظاتر ركرها اديه 
وطزل تقب تطرها 8 روات 


e 0 7‏ من 6 ب 


أجد المحل الهندسي الذي تُمثله المعادلة: 7 = | 41 - 5 + | ء ثم أكتب المعادلة بالصيغة 
الديكارتية. 


يمكن استعمال بعض الخصائص الهندسية للدائرة ومماساتها فى إيجاد القيمة العظمى لسعة 
ااا ا ما ا 


أتذكّر 
تشير كلمة (السعة) إلى 
الاه ال اا وره 


ذكرها فى الكتاب. 
أفكّر 
كيف يُمكين إثبات أن 


؟AOBC‎ = AOAC 


أتذكّر 
کون فعاض الا 
ا عل ضف E‏ 


مثال 2 
و 
إذا كانت: 3 = |31 - 5 - 2[ فأجيب عن السؤالين الآتيين تباعًا: 


أرسم المحل الهندسي الذي تُمثله المعادلة في المستوى المُركّب. 
عندما أكتب المعادلة فى صورة: ۲ = |(1ط + 4) -2|ء 0 
EE‏ نقد قاعم وح يعاذلة وانة شر عدها 
(3 ,5)» وطول نصف قُطرها 3 وحدات» ويُمكنني 
تمثيلها في المستوى المُركب كما في الشكل المجاور. 


Re 

أجد القيمة العظمى لسعة الأعداد المُركبة > التي تُحقّق المعادلة. 
أكبر سعة للعدد الكركب#تشاوي قياس الزازية 
4 المحصورة بين مماس الدائرة 04 


ارا الب ا الكل 
المجاور. 


یُمکننی إيجاد 714804 باستعمال خصائص 
المثلثات على النحو الآتي: 


نيحا أن 2086 و 804٥‏ متطابقان في ثلاثة أضلاع» ان 06 يف 8604 2. .وما أن 


المماس 08 عمودي على نصف القطر 8€ û‏ 20860 قائم الزاوية فى 2. 


وبذلك. فإن: 
لف فيه + 8 0 
O 1‏ 1/3- 0 
معكوس ظل الزاوية ر )ا tan‏ = > 
بضرب طرفي المعادلة في 2 () “صم 2 =0 
ناستعمال الآلةالحخاسية 1.08 x>‏ 


إذن» القيمة العظمى لسعة الأعداد المُركّبة 2 التي تُحقّق قي المعادلة هي: : rad‏ 1.08 تقريبًا. 


Im 


+R 


و 
إذا كانت: 4 = | 1 41/3 - 4 + | فأجيب عن السؤالين الآتيين تباعًا: 
8) أرسم المحل الهندسي الذي تمثله المعادلة في المستوى المُركّب. 


) جد القيمة العظمى لبعة الأعذاد الث ر كاج الى حدق المعادلة. 


00 تقد‎ Il 1 دي للة‎ II د. ك‎ Il 


3 


لتق علي الحضل الهنشي للشطة# الي تدر قاف المسترى التركي» وتظل 
على بعدين متساويين من النقطتين الثابتتين: ت ورت ال ل 
dicular bisector)‏ erpenمp)‏ للقطعة المستقيمة Im‏ 
الواصلة بين هاتين النقطتين الثابتتين كما في الشكل 
المجاور. ٤‏ 
ل | -2| المسافة بين 2 و وتمثل اوه -2| 
السا بو # وها أن عانين السات 26 0 
متساويتان بصرف النظر عن موقع 62 فإلّه يُعبَّرَ عن ذلك بالمعادلة الآتية: 
أو - 2| = رت - 2| 
مفهوم أساسي المُنْصّفُ العمودي 
E N E lT‏ 
نه 6 2| ا ا4 -2 ]هر القتعف العفودي اا ل 
ف اقىن : (6 )2(5 :6). 


أجد المحل الهندسي الذي تُمثله المعادلة: |21 -| = |3-|ء ثم أكتب المعادلة بالصيغة 
الديكارتية. 


Im 


الخطوة 1: أجد المحل الهندسي. 

عندما أكتب المعادلة في صورة: |(14 + 6) -2| = |( + ) -ج|ء فإن: 

|20 + 0) -ج| = |(01 +3) -|. وهذه معادلة المُنصّف العمودي للقطعة المستقيمة التي 
| تصل بين النقطتين: (0 ,3)» و(2 ,0)» وهو يظهر باللون الأحمر في الشكل المجاور. 


0 3 Re 


أتعلّم 
تكون ب االو 
المُركّبة الواقعة على 
ارف الاجر من 
المستقيم: GEE‏ 
استثنيت هذه الأعداد 
هن المحل الهندسي 
للمعادلة: ,0 =(2)عA۲؛‏ 


I 


أ الخطوة 2: أكتب المعادلة بالصيغة الديكارتية. 


لكتابة المعادلة بالصيغة الديكارتية» أَعوّض ل + × = ج ثم أجد مقياس العدد المُركّبِء ثم 


أبسّط: 
المعادلة المعطاة |27 -2] = |z-3|‏ 
باستبدال 2 بالصيغة |x + iy- 3| = |x +iy- 21| ×+ 1y‏ 
بتجميع الحدود المُتشابهة iy| = |x +(y-2)i|‏ + )3 - )| 
صيغة مقياس العدد المُركّب *(2- )+ = مرج *(3- من ١‏ 
بتربيع الطرفين» وفكٌ الأقواس 4 + بره 7+ ¥= + و+ هرم - ¥ 
بطرح 37» ور من الطرفين 4 + 4 = 9+ —-6x‏ 
بكتابة المعادلة في صورة: 0 =€ + بر + ×4 0= 5 ح بر4 - 6x‏ 


إذن» معادلة المُنصّف العمودي للقطعة المستقيمة بالصيغة الديكارتية هى: 0 = 5- /[4- ×6 


أجد المحل الهندسي الذي تُمثله المعادلة: |58 -2]| = |1 + |ء ثم أكتب المعادلة بالصيغة 
الديكارتية. 


الشعاع الذي يبداً بالنقطة (0 ,0) 


إن سعة جميع الأعداد المُركبة التي تُحقّق المعادلة: Im‏ 
,0 = (2)ق8تذهي ,6 لذا فإنّها تقع على شعاع (ray)‏ 
يصنع زاوية قياسها ر0 راديان مع المحور الحقيقي E‏ 


Re 0 0 51‏ 0 
الموجب» ويبدا (الشعاع) بنقطة الأآصل» ويمتد بصورة 


لانهائية فى أحد اتجاهيه كما فى الشكل المجاور. 
ومن نّم فإنَ المحل الهندسي الذي مله المعادلة: ,6 = (478)2 هو شعاع يبدأ بنقطة 
الأصل» وليس له نهاية. 


بما أن سعة العدد المُركّب: 0 = 2 غير مُعرّفة فإنَ الشعاع لا يحوي نقطة الأصلء ويُعبّر عن 


ذلك بدائرة مُفرّغة في بداية الشعاع. 


أتذكّر 


-17 > Arg )2( > 7 


Im 


الشعاع الذي يبداً بالنقطة (ط ,ه) 
إذا كان: لز + × = رج , ,17+ × = رج عددين مركبين» فإن: ( ,رل( 1+( × حرنة) = ,2-ر2. 


يُمكن حساب سعة العدد المُركّب: ,2 - ره المُوصح في الشكل المجاور على النحو الآتي: 


الاقم الل المجاز ران س الد د التركية ( 2 اوی ای اراو ال 
يصنعها المستقيم الواصل بين العددين: ور مع مستقيم يوازي المحور الحقيقي. 


ومن نَّمّ» فن الأعداد المُر كبة 2 التي تُحقّق المعادلة: 0 = ((6+18)-418)2 تقع جميعها على 
الشعاع الذي نقطة بدايته (0 ,©)» وهو يصنع زاوية قياسها 0 راديان مع مستقيم يوازي المحور 
الحقيقي كمافي الشكل المجاور. وبما أن ناتج تعويض نقطة بداية الشعاع في المعادلة هو 
(218)0 (قيمة غير مُعرّفة)» فإنَّ نقطة بداية الشعاع تستثنى» ويُعبّر عنها بدائرة مُفرّغة. 


مفهوم أساسي الشعاع 
المحل الهندسي في المستوى المُركّب الذي تمثله المعادلة: 0 = ((40 + 4)-z)ع۸۲‏ 
هو شعاع يبدأ بالنقطة (5 ,4)» ويصنع زاوية قياسها 0 راديان مع مستقيم يوازي المحور 
الت 


L1 


أجد المحل الهندسي الذي تُمثّله كل معادلة مما يأتيء ثم أرسمه في المستوى المُركب: 


® Arg(z — 4i) =0 


نمثل هذه المعادلة شعاعًا يبدا بالنقطة (4 ,0)» 2 


ولا يشملهاء ويصنع زاوية قياسها 0 مع المستقيم 
الذي يوازي المحور الحقيقي؛ أي إِنْه يوازي المحور 
الحقيقي كما في الشكل المجاور. R>‏ 6 


أذ 1 
قديكون المنحنى 
الحدودي E‏ و 
ماما أو دائرةٌ أو أي 


0 = ((تط + Arg) -)a‏ فإن: 
= ((1-27-) -۸۲8)2. وهذه معادلة شعاع 


© Arg(z + 1 + 2i) = 32 


عندما أكتب المعادلة في صورة: 


يبدأ بالنقطة (2- ,1-)» ولا يشملهاء ويصنع 
sS 3 e‏ 
زاوية قياسها 7 مع المستقيم الذي يوازي المحور 
اللحقيفى كما فى الشكل المجاون 


a) Arg(z) = b) Arg(z کے ات )5 ت‎ 


تمثيل المتباينات في المستوى المُركب 


يعد حل الاي في المستوق الشركي نتملا عند يمك اه ياتا بوره تهابية لفل 
حل الجماينة فى السعرى الأسداتق: 


ذاه رفسم )0 المعادلة المرقطة بالمعايئة بعد امتعمال رهز المساواة (ك) بدلا من رمز 
المتباينة (> ,< ,> ,<)» حيث تُمثل المعادلة الناتجة منحتى ي يستى المنحنى الحدودي؛ وهو 


منحنى يُقسّم المستوى المُركّبٍ إلى جزأين» أحدهما يحوي جميع الأعداد المُركبة التي تُحقّق 1 
المتباينة. 


قد يكون المنحنى الحدودي جزءًا من المحل الهندسي إذا تضمَّنت المتباينة الرمز <» أو 
الرمز >؛ فيُرسَم المنحنى الحدودي متصلا. وقد لا يكون المنحنى الحدودي جزءًا من المحل 
الوندسى إ5 فضت السماينة الرمز < أو الرمر 45 فرك الت الخدودي متفطمًا. 


مثال 5 


TT E َ :‏ 
أمثل في المستوى الم ركب المحل الهندسي للنقاط التي تحقق كل متباينة مما يآتي: 


|z- 3| <5‏ ® 
الخطوة 1: أحدّد المنحنى الحدودي. 
يمل منحنى المعادلة: 5 = |3 - | المنحنى الحدودي للمتباينة: 5 < |3 - >| ؛ وهو دائرة 
مركزها (0 ,3)» وطول نصف قُطرها 5 وحدات. وبما أله لا توجد مساواة في رمز المتباينة» 
فإنّي أرسم المنحنى الحدودي لا 


الخطوة 2: أحدّد منطقة الحلول المُمكنة. 


تبعد الأعداد الجركّبة التى تحقق المتباينة: 5 < |3 - | 
مسافة تزيد على 5 وحدات عن مركز الدائرة. إذن» منطقة 
الحلول المُمكنة للمتباينة تقع خارج محيط الدائرة: 
5 - |3 - ج| كما في الشكل المجاور. 


|32 + |= |7 -ج| © 
الخطوة 1: أحدّد المنحنى الحدودي. 
مئل مستي المحادلة |81 دم | = ]7م ]| المبدى الحدودي للتباينة [31--2 | > سج 


وهو المُنصّف العمودي للقطعة المستقيمة الواصلة بين (7,0) و (3- ,0). وبما أنه توجد 
مساواة في رمز المتباينة» إلى أرسم المنحنى الحدودي متصلًا. 


الخطوة 2: أحدّد منطقة الحلول المُمكنة. 


تن المقباينة: |31 + 5| > |7- 2] فى إحدى جهتى المنحنى الحدودي» ویمکن تحديدها 
اعفار عدو كب عشوافاقن الات 


| أختار العدد: 01 + 0 = 2 الذي تمثله نقطة الأصل: 


المشايئة الأصلة |37 + | > |7 = | 
2 
بتعويض 01 + 0 = 2 |1 0+3| > |7- 0| 


١7/49 >19 بالتبسيط‎ 


ل 
X‏ 7<3 
Im 3 ¢‏ 
بما أن العدد: 01 + 0 = 2 لا يحقق المتباينة» فإن 
منطقة الحلول المُمكنة هي المنطقة التي لا تحوي 
نقطة الأصل كما فى الشكل المجاور. 
Re ّ‏ 7 0 
3+ 


۾ ك 
الخطوة 1: أحدد المنحنى الحدودي. 


يُمثل منحنى المعادلة: ‏ = (۸۲8)2 شعاعًا يبدأ بنقطة الأصل» ويصنع زاوية قياسها مع 
e‏ ا Te‏ 5 ست ET‏ 


ذف تمل ال اعا ن ما متحت ودا للمتباينة: < > (2) ع۸۲ > =. وبما اله توجد مساواة 
في رمزي المتباينة» فإنَّي أرسم المنحنى الحدودي متصلا. 
أتذكّر 
LSE ©‏ 
بدائرة مُفرّغة في بداية ‏ | المنطقة التي تمثلها المتباينة: * > (818)2 > = هي 
الشعاع. جز من المستوى الخركب محدوة بشعاعين كما فى 


الشكل اا 


الخطوة 2: أَحدّد منطقة الحلول المُمكنة. Im‏ 


& 
6 


0 Re 


0\0 


7 ك 5 2 f e‏ 
أمثل في المستوى المُركب المحل الهندسي للنقاط التي تحقق كل متباينة مما يآني: 


a) +ع‎ 3 + | >6  ( +مز‎ 3 + | <|z-4| c) 2 > ع (رق+ع)ونة‎ 


يُمكن أيضًا تمثيل منطقة حل نظام متباينات بيانيًا في المستوى المُركّب بصورة مُشابهة لتمثيل 
أنظمة المتباينات في المستوى الإحداثي. 


ك 3 5 
أمثل فى المستوى المُركّب المحل الهندسى للنقاط التى تحقق المتباينة: 5 > |21- 1-|ء 
والمتباينة: د > (21- 1- A۲8)‏ > = . 


الخطوة 1: أحدّد | لمنحنى الحدودي لكل متباينة. 
٠‏ مل المعادلة::5ت |21 1ت 4| دائرة مركزها النقطة (2 ٠)1;‏ وطرل تصف قطرها 


5 وحدات. وبما أنه توجد مساواة في رمز المتباينة» فإنّني أرسم المنحنى الحدودي 


٠‏ تمثل المعادلة: 1 = (218)2-1-21 شعاعًا يبدأ بالنقطة (2 ,1)» ويصنع زاوية قياسها 


5 مع مستقيم يوازي المحور الحقيقي. وبما أنه لا توجد مساواة في رمز المتباينة» فإنّي 
أرسم الشعاع مُتقطّعًا. 


u ETT » _ 2F. 2 

٠.‏ تمثل المعادلة: و = (4818)52-1-27 شعاعا يبدا بالنقطة )2 ,1(« ويصنع زاوية فياسها 

2 9 5 ا يكت ا ا 

“ب مع مستقيم يوازي المحور الحقيقي. وبما أنه لا توجد مساواة في رمز المتباينة» فإنّني 
الخطوة 2: أحدّد منطقة الحلول المُمكنة. 


تل الشايفة 5© 1ك 1= القاط الواقنة دال الذافرة رتل المساينة: 


e 57 5 2‏ 1 
! 0 > (1-21 -هج)ونة > ج النقاط الواقعة بين الشعاعين. 


| إذن» المحل الهندسى للنقاط التى تُحقَّق المتباينتين 
مع هو الجزء الواقع داخل القطاع الدائري كما في 
الكل المتجاور. 


7 أ e‏ من 6 1 


م 0 
أمثل فى المستوى المُركّب المحل الهندسى للنقاط التى تُحقق المتباينة: 4 < |21- 3 + | 
والمتباينة: ل > (2 + 2 - )838 > . 


| أتدرّب وأَحُلُ المسائل 
3 5 4 0 2 23 
أجد المحل الهندسي الذي تُمثله كل معادلة ممّا يأتي, ثم أمثله في المستوى المُّركّب, ثم أجد معادلته الديكارتية: 
8 -:2+2| @ 2-9-4 @ 0 = دا @ 


@ |2-5 + 61-2 © | +172 + 107/2- 2 @ |2 +6 -:1- 7 
@ |2- 5 = |2-3:| @ |2 +3: |2-7| @ |2 + 5 + 2i = |2-7[ 


57 74ا -6خ+تل 2 
| 31- 4- ]21+ 7 + 2| @ 2 1:-2-2| -|2-3| 9© 


9 
0 


أجد المحل الهندسي الذي تُمثله كل من المعادلات الآنية» ثم أرسمه في المستوى المُركٌبٍ: 


كة- = )28-4 © 2= )173+ ا-م)وتد © = )2-5 + )وه © 


اك 0 9 
أمثل فى المستوى المُركّب المنطقة التى تُحدّدها كل متباينة مما يأتى: 
6 -2-4|<12| 9© 2> :2- 4- | @ |2 +| >2 -2| 9© 


© 0 > Arg(z -2 -2 > & © - 5 > م)ودد‎ - 3 + 4) > * @ 2 > | -3 4: >4 


و 
إذا كانت: 2 = |21 - 1/5 - 2[ فأجيب عن السؤالين الآتيين تباعًا: 
© أرسم المحل الهندسي الذي تُمثْله المعادلة في المستوى الحُركّب. 


© أجد القيمة العظمى لسعة الأعداد المُركبة 2 التي تُحقق المعادلة. 


© أمثّل في المستوى المُركّب نفسه المحل الهندسي الذي تُمثّله كل من المعادلة: 1/10 |23 + 3-|ء والمعادلة: 


z-6i| = |z-7 + ¡|‏ » ثم أجد الأعداد المُركّبة التي تُُحمّق المعادلتين معًا. 


© أجد العدد المُركب الذي يُحقّق كلا من المحل الهندسي: |23 + | = |3- اء والمحل الهندسي: 
| 51+ 1- 2| = |1 3+ 2|. 


0 آمل في المستوى المُركّب نفسه المحل الهندسي الذي تُمثّله كلّ من المعادلات الآنية: 


Arg(z + 2 —5i) = 2 , Arg(z +2 -57( =, |z + 2 -5i| -/9 


27 + |< |3- 12» والمتباينة: 


© أمثل في المستوى المُركّب المحل الهندسي للنقاط التي تُحقق المتباينة: 


.|]2 +3 7| > |2 -1+ 51| 


-_ e ا ا‎ ae 1 N u ET 
أمشل في المستوى المُركب المحل الهندسي للنقاط التي تُحقق المتباينة:  > (51- 2+ )ع۸۲ > ت‎ © 
.|]2 + 2 -51| < 1/29 والمتباينة:‎ 


© أمثل في المستوى المُركب المحل الهندسي للنقاط التي تحقق المتباينة: ^ > (21- )ع۸۲ > < والمتباينة: 
2<|z-3+i| <5‏ 


© أكتب معادلة فى صورة: 0 = (© - 418)2. حيث 6 عدد 
تركو 82 و الف الوسسي ال وف 
الشكل المجاور. 


أكتب (بدلالة >) متباينة المحل الهندسي الذي تُمثله المنطقة المظلّلة ف 


1] 21324567866 


((© أكتب (بدلالة 2) نظام متباينات يُمثّل المحل الهندسي 
المُيّن في الشكل المجاور. 


ج12 
© تحد: أجد (بدلالة الثابت الحقيقي ©) العددين المُركَّبِين اللذين يُحققان المعادلة: 


0 = |4 - >| والمعادلة: 


.|z-a| = |z + 2)2 + 7( 


ل 


(3© تبرير: إذا كان العدد المُركب ع يُحفَق المعادلة: 2 = |41 + 3- 2إ» فأجد أكبر قيمة || وأقل قيمة له مرا 


إجابتي. 
00 وو 
تحد: إذا كانت: 21 + 5 = ج فأجيب عن السؤالين الآتبين تباءً 
3 اد 1 2 
© بين أن: (201 + 21) و =< . 


© بناءً على البحث في سعة كل من الأعداد المُركّبة 2 قت وک٠‏ أبيّن ك 


20 21 
2tan (=) = tan 56‏ 
© فدات = |6 - 2| تُمثْل دائرة» ثم أجد مركزها وطول نصف قطرها. 
© تبرير: أي الآتية هو المحل الهندسي الذي معادلته: = = (31 + 2 - )ع مُبررًا إجابتي؟ 


Cc) Im 


—7 -6-5 -4 -3 -2-1 —-7 -6-5 -4 -3 -2-1 ٣ 
-2 
-3 


2 
-3 


اختبار نهاية الوحدة 


أختار رمز الإجابة الصحيحة في كل مما يأتي: 


5 إذاكان: 1-/ = ف فإنَّ 1 تساوي: 


b) 1 ce) =i dd) i 

2 ناتج *(2 - 1) هو: 
2-2 (ط 0 
d) 2+ 27‏ 2-21 © : 


3 إذا كان 21 هو أحد جذور المعادلة: 


0= 20 +82 + 57 + جه فإن قيمة © هى: 


e) 2 d) 8‏ 2 (ط 


@ الصورة المثلثية للعدد المْركب:1+1۷3- z=‏ : 


هي : 


3 


21 


6 2 لش كله‎ > 2 LL 
: ) (cos 7 isin ل‎ | 


3) 


5 الصورة القياسية لناتج: 
ê SF FT win T‏ 37 
١‏ 1 1ه 1د 2 95 + ) 7 8(cos 7 +i sin‏ 
هي : 


b) -4 


0( 4-47 


1- (ه : 


8- (ه : 


: 8( 2(cos + صلة:‎ ^ ( 


14-3li ıı‏ 3 1 كنب: تاعا“ 
b( 2(cos 2 + i sin 2F )‏ : 


: 0( 2(cos E - isin A 


سم 


: a) 47 


: 0 4+47 


6 إحدى الآتية تصف 
لمنطقة المظلة ز A‏ 
ا ا : يي 47 +3 اج 
الكل المجارر 5 


a) |z -1 + 2i| > |z +3 +47 
b) |z -1 + 2i| > |z +3 +4i| 
c) |z +1 - 21 > |z -3 -47[| 


0( |z + 1 - 21| < |2 -3 -471 


4 اد ارين ارين للعده الشركة 
17 - 45 = ے. 


5 La, 5 5 1 


9 إذا كان: 87 + 8- = ج» وكان: 21 + 04 = س» حيث 


0 > ©» فأجد قيمة 4» علمًا بأنْ: 26 = |س + |. 


2 
0 أكتب العدد ثلا فى صورة: 1۷ + ×. 
1 إذا كان العدد س هو أحد جذور المعادلة: 
0 - 4 + جه + ”ج» فأجد قيمة كل من العددين 


الحقيقيين ©. وd.‏ 


ا 


98 


مثل فى المستوى المُركّب المنطقة التى تُحدّدها كل متباينة 


122-13 
13 & < Arg )2 -2( < 


14 |z + 1 +1 | < |z -3 -3 1| 


اختبار نهاية الوحدة 


إذا مثلت النقطة 14 العدد: 8 -1 = رت ومثلت النقطة لال ' 
lov‏ 
العدد: 74 + 4 = ي,2. وكانت 0 هى نقطة الأصلء» فاجيب : 


عن الأسئلة الآتية تباعًا: 


0 أبين أ أنَّ المثلث 01417 متطابق الضلعين. 
16 سق أن ن جيب تمام الزاوية 1/1013 يساوي گ - 


7 أجد مساحة المثلث 01[/77. 


18 أل في المسستوى المرب المحل الهندسي للتقاط : 


التي تحقق المتباينة: | 
T‏ 
EAE‏ 


© تقع رؤوس مثلث متطابق الأضلاع على دائرة مركزها : 

نقطة الأصل في المستوى المُركّب. إذا كان أحد هذه : إذا كان: کک = س ٠‏ فأجيب عن السؤالين الآتيين تباعًا: 
السرووس كل العده الكركني ( 4-27 اجك ١‏ 
العددين المُركّبِين اللذين يُمثّلهما الرأسان الآخران» ثم : 
أكتب الإجابة في صورة: /زة + » حيث :3 و/[ عددان : 


حقيقيان. 


ل النقاط : إلى Dy «Cو «By‏ جذور المعادلة: 
0 = 680 + 642 - 1477 + 6 - أع: 


0 إذا كان العدد: (47 + 2-) هو أحد هذه الجذورء فأجد : 


الجذور الثلاثة الأخرى لهذه المعادلة. 


21 أمثل الجذور الأربعة في المستوى المُركب» ثم أجد : 
مساحة الشكل الرباعى .۸8٤€2‏ 


2 أكتب (بدلالة 2) متباينة ل المحل الهند 
في الشكل الاي 


سي المعظى 


تباعًا: 
5 ¢ 
3 أبين أن لجذري المعادلة المقياس نفسه. 


يه 
2 


ن أن الصورة القياسية لهذا العدد هي: 2+41 = س. 


5 
أبين 


25 


26 إذا کان: ۳ > (م + )W‏ ع۸ > كل فأجد مجموعة 


القِيّم المُمكنة للعدد الثابت 7. 


4 ي العدداة التركباة غ2 ون المعادتة: 
21 = 2۷ + ا» والمعادلة: 3 = ۷ 4 ل 
المعادلتين لإيجاد العدد 1» والعدد /ا. 


28 مل في المستوى المرب المحل الهندسي للتقاط 
التي تُحقق قر المتباينة: 


"5 > ع > کے والمتباينة :2 > |2-21]|. 
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الجبر 
العمليات الحسابية 
a c _ ad + bc‏ 5 
a(b + c) = ab + ac E‏ 
2 
a c _ ad‏ م 3 a‏ © +04 
471 0 ك5 ا 
الأسس والجذور 
ف كد x” x" = x‏ 
y= E‏ 
x‏ 
"عل ) = x" =X x" =x"‏ 
n 7 VX‏ 7 
e n‏ 3 س 9 


حالات خاصة من تحليل كثيرات الحدود 


2 


(- )+ »)=2 | 
( + نود - )+ )= + : 


( + بود + )= ر : 


القانون العام 
إذا كان: 0 ٥=‏ + ×ط + ده فإنٰ: 


5 -5 +¥ b - 4ac 


0 20 


الهندسة 
: صيغ هندسية (المساحة 4ء والمحيط ©, والحجم ۷) 
: ٠ه‏ المثلث: 
: 5 
bh‏ كار 
ab sin‏ > = 
٠ه‏ الدائرة: 
“رم حلم 
77 حدر 
٠‏ القطاع الدائري 
12 
A= 7 0‏ 
s = r0 (Oradian)‏ 
٠«‏ الكرة: 
ر 
V= E‏ 
| امك “4 A=‏ 
٠‏ الأسطوانة: 
1 اک V= rh‏ 
A= 2rrh + 277 h‏ 
SS 201‏ 
٠‏ المخروط: 


الهندسة الإحداثية 


المسافة بين نقطتين ونقطة المنتصة 


٠‏ المسافة بين النقطتين (,۷ ,,×) 2 و (رلJ‏ ور×) ر٣‏ هي: 
d=) - (+ y-7‏ 
٠‏ إحدائيا نقطة منتصف القطعة المستقيمة ر۶ 2 هما: 


برع ين + 1X‏ 
( ا 2 2 M:(‏ 


المستقر 


ف مل المستقيم المارٌ بالتقطفيق ( 7ر بطو ( ر20 : 


هو. 
¥ رلل 
XX‏ 


٠‏ معادلة المستقيم المارٌ بالنقطة (,/[,,36) ,2» وميله 771 هي: 
n(x — x,)‏ ح J-7‏ 


[= 


: إذا كان مستقيمًا فى المستوى الإحداثى» و0 الزاوية التى‎ ٠ 
: ر يصنعها | لمستقيم مع المحور × الموجب. فإن ميل | لمستقيم‎ 


7 يعطى بالمعادلة: 0 1ه = 771 حيث: :17 > 0 > 0 


البُعد بين نة لة و نقد 


البعْد بين المستقيم [» الذي معادلته: 0 =€ + ر8 + ج : 


والنقطة (/[ , ,)2 يعطى بالصيغة الآتية: 
|Ax, + By, + C|‏ 8 
VA +B‏ 


شرط آلا تكون قبمنا 4و 8 ما ضفرا 
الدائرة 


معادلة الدائرة التي مركزها (۸ ,10)» ونصف قطرها 7 هي: 
=F‏ دراه رادم 


J|‏ ثلثات 
: قیاسات الزوايا 
T= 180° 1= 3 _rad‏ 
180 
١‏ 180° 
1rad =‏ 
71 


: الاقترانات المثلثية في المثلث القائم الزاوية 


الوتر 
الضلع 53 
المقابل 
1 
الضلع المجاور 
الو لمقا 
لوتر l=‏ ع 515075 
المقابل الوتر 
إل المجا 
لوتر ح 0 ععو 2 - و وم 
المجاور الوتر 
2 - 0660 بل = 0 tan‏ 
المقابل المجاور 
: الاقترانات المثلثية لأيّ زاوية 
sin 0 - cê. ¥‏ 
y‏ 
 sec0=‏ دوو 
xX‏ ۲ 
tan0=Z  cot0= >‏ 
y‏ 
: قانون الجيوب 
: 6 صنة _ sin A _ sin B‏ 
ada bb 6‏ 8 
: 
: قانون جيوب التمام 0 
c 1 ١ :‏ 
a =b' +c —-2bccosA :‏ 
: 9 
: 8 060 - م + أو = b‏ 
cos C‏ 5ه 2 - ثم + cC = a‏ 4 


1 


Il‏ .. لابقات II‏ ثلثية السا ية 


ل متطابقات المقلوب: 


1 1 


مح =0 cot‏ مس = 0 sec‏ مب =0 csc‏ 
٠ه‏ المتطابقات النسبية: 
0 _ #0كاد _ 
cot 0 = sin 0‏ م = 0 tan‏ 


۰ متطابقات فيثاغورس: 
tan” 0 = sec 0‏ + 1 
cot 0= csc 0‏ + 1 
٠‏ متطابقات الزاويتين المعامتين: 
tan (3 -0( = cot0‏ 
cos (3 —-0) = sin 0‏ 
csC )3--0( = sec 0‏ 
ه متطابقات الزاوية السالبة: 


cos (0) = cos 0 


: tan )-60( = -tan 0 


قيم بعض الاقتر انات المثلتية للزوايا الخاصة 


90° 180° 270° 360° 
7 37 
1 0 -1 0 
0 -1 0 1 
- 0 3-4 0 


: ملو‎ 0 + cos 0= 1 


cos 20 = cos” 0 — sin 0 : 
: اة‎ (5 -0( = cos 0 
: sec (3 -0) = csc 0 


١ cot (3 —0) = tan 0 


: sin )-6( = sin 0 


ده 
o‏ 3س © دم |د 39 


المتطابقات المثلثية للمجموع والفرق 
y) = sin x cos y + cos x sin y‏ + )زه 
SİNn(X — y) = sin x cos y — cos x sin y‏ 
sin x sin y‏ — بز cos(x + y) = cos x cos‏ 


COS(X — y) = cos 3 cos [/ + sin xX sin yY 


tan x + tan 
007 E r 
1 — tan xtan y 

tan x — tan 
tan(x — Jy) = ا‎ 
1 + tan xtan y 


II‏ 0 لابقات II‏ ثلثية اذ . الزاوية 
sin 20 = 2 sin O0 cos 0‏ 
cos20= 1-2 sin” 0 cos 20 =2 cos 0—1‏ 


2 tan 0 


tan 20 - تاكتك‎ 
1— tan 0 


المتطابقات II‏ ثلثية اققاب القؤّة 


sin ن‎ 1— cos20 cos = 1+ cos 0 
2 2 
tan 0= 1— cos 0 
1+ cos 20 
0° 0° 30° 45° 
01 01 
6120 0 6 4 
1 1 
5 0 e EE 
sin 0 7 6 
3 1 
1 3 E 
cos 0 2 
0 لك‎ 1 
tan 0 9 


II‏ لابقات Il‏ ثلثية il‏ 0 الزاوية 


عم خد روود ل وون 1_088 ]ب - 2 sin‏ 
2 2 2 2 1 
لقم كل لوي فقويو 

2 1+ 060 


الاقترانات الأّسّية واللوغاريتمية 


العلاقة بين الصورة الأسية والصورة اللوغاريتمية 


إذا كان 0 < ,و 1 + ط ,0 < ط فإنٌ: 


و 
الصورة اللوغاريتمية الصورة الأسّية 
ر = ع1 إذاوفقط إذا b’ =x‏ 
ا 1 الاس ١‏ 
١‏ الأساس 
الأساس 
الخصائص الأساسية للوغاريتمات 
إذا كان 0 < ,دو 1 + ط ,0 < ط فإنَ: 
l0g,1=0 b" =1‏ 6 : 
e log,b=1 b' =b‏ ` 
e log, =x e‏ ` 


2 b»* — x, x >0 log,x = log,x 


قوانين اللوغاريتمات 


إذا كانت /[ ,8 ,8 أعدادًا حقيقية موجبة وكان م عددًا : 


ف حيث: 1 «b‏ فإنُ: 
٠‏ قانون الضرب: 108,۷ + ,108 = × ,10 
٠‏ قانون القسمة: log, = 108, x — log,‏ 


log, x” = plog,x قانون القوّة:‎ ٠ 


قواعد الاشتقاق 
القواعد الأساسية 
0-0 4 
0" = (0)) “ 
(f) + 8(0) - f(0) + 88‏ 
8 - )"1 - (ضاع - (f0)‏ 4 
اوور - 69 


4 (f80) - 1) 8(0 + 01)9)ع‎ 


f(0) - f'(8()) 40 


)ع 0= 8001 _ ) ل ) 4 
)8(0( 80 أ حك 


و مشتقات الاقترانات الأسية والاقترانات اللوغاريتمية 


=A‏ امام ك4 كار كه 
dx dx 1‏ 
d rya 1 01 1‏ 
In b e TT‏ 8 


: 00 تقات الاقترانات Il‏ ثلث 


(sin XxX) = cos xX‏ اك 
dx‏ 


(cos X) = —sin xX 
dx 


(tan x) = sec x‏ َك 
dx‏ 


4 (sec x) = sec x tan x 

56 
- (csc x) = csc xX COX 
dx 


(cot x) = —CcsC x 
dx 


0 


7 


